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Prefata

In pofida volumului mare de informatii (carti, articole, documentatii de pachete software etc)
existent asupra retelelor neurale artificiale, realizarea unui material didactic eficient la nivelul
primului ciclu de instruire al invatdmantului universitar tehnic constituie o sarcina dificila.
Dificultatea provine din conditiile restrictive pe care trebuie sa le satisfacd un atare material
pentru a-si indeplini cu adevarat rolul sdu formativ. Altfel spus, o carte despre aplicatii ale
retelelor neurale in automatica care sd capteze interesul studentilor trebuie (i) sd puna la
dispozitie o descriere riguroasa a structurilor complexe pe care le reprezinta retelele neurale
cu utilizare reald in practicd, dar fara a apela la constructiile matematice laborioase specifice
acestor probleme; (ii) sa selecteze arhitecturi de retele si tipuri de aplicatii pentru care se pot
realiza experimente ilustrative pe calculator, dar fara a implica elaborarea de programe
sofisticate care sd deplaseze centrul de greutate al experimentelor pe partea de programare,
distorsionand sensul intuitiv al experimentelor.

Autorii volumului de fatd au constientizat delicata lor misiune pe tot parcursul
elaboririi textului. In organizarea cartii si a fiecarui capitol in parte o importanta deosebiti a
avut-o experienta de predare a cunostintelor respective studentilor specializarii automatica, de
la Facultatea de automatici si calculatoare a Universititii Tehnice “Gh. Asachi” din Iasi. Intr-
un sens mai general dar expresiv, am masurat si croit dupa talia clientului cu speranta ca
vestimentatia rezultatad va fi purtatd cu placere. Ne-am straduit sa raspundem apetitului pentru
tehnologii “miraculoase” care este specific varstei cititorilor nostri, dar, in aceeasi masura, am
cautat sa inoculdm ideea fundamentului teoretic solid ca singurd premisa pentru dezvoltarea
unor aplicatii functionale. In ansamblu, am incercat sa realizim un material de nivel elementar
spre mediu, care sd ofere o orientare profesionistd in acumularea cunostintelor, extragand
cititorul din sfera lecturilor facile de popularizare a stiintei si antrendndu-1 ca viitor specialist.



i Aplicatii ale retelelor neurale in automatica

Volumul include cateva teme de studiu care au fost considerate drept esentiale pentru
introducerea cititorului in universul amplu al retelelor neurale artificiale. Parcurgerea acestor
teme asigurd intelegerea proprietatilor de clasificare si aproximare pe care le poseda anumite
tipuri de retele. Pe aceasta baza sunt prezentate ulterior aplicatiile cele mai importante din
automatica si anume identificare si control neliniar cu modele de tip retea neurald dinamica.
Desi conceputa pentru profilul de instruire ingineria sistemelor, cartea poate fi utilizata si de
cititori cu formatie profesionalda inruditd. Primele capitole dedicate proprietatilor retelelor
neurale artificiale sunt accesibile oricdrui cititor care poseda cunostintele de bazd ale
ingineriei electrice.

Pentru a raspunde intentiilor noastre educationale, volumul include doua tipuri de
probleme care permit aprofundarea si fixarea cunostintelor. Acestea sunt organizate in doud
capitole distincte si anume: probleme care se rezolva pe cale analitica si, respectiv, probleme
care se rezolva prin procedee numerice. Problemele cu solutii analitice vizeazd retele cu
arhitectura simpld, care pot fi abordate printr-un volum redus de calcule. Problemele
rezolvabile cu ajutorul calculatorului se refera la arhitecturi mai mari, care necesitd un volum
mai ridicat de calcule, dar sunt in mdsura de a ilustra potentialul aplicativ real al retelelor
neurale. Problemele din prima categorie sunt acompaniate de raspunsuri si indicatii de
rezolvare, iar pentru problemele din categoria a doua sunt furnizate informatii despre
intrebuintarea rutinelor din pachetul Neural Network Toolbox for MATLAB elaborat de
compania The MathWorks Inc. Programele MATLAB realizate sunt accesibile pe web, la
adresa http://81.180.214.164/web_ ARNA/index.html.

Cititorii interesati iIn dobandirea de cunostinte suplimentare (detalii, demonstratii) ce
depasesc nivelul propus pentru aceastd carte, sunt invitati sa consulte materialul bibliografic
recomandat in lista de referinte, care include monografii cotate (la momentul elaborarii cartii)
cu un impact stiintific pe plan international foarte ridicat. De asemenea cititorilor le sunt puse
la dispozitie doud anexe care furnizeaza informatii sumare despre doud arii conexe retelelor
neurale, i anume o trecere in revistd a metodelor de optimizare utilizabile pentru antrenarea
retelelor neurale si a tehnicilor de clasificare.

Autorii
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Capitolul 1

INTRODUCERE

Studierea unor mecanisme biologice naturale, in urma abstractizarii §i formalizarii
matematice, a condus la diferite metode de procesare a informatiei. Aceste tehnici de
procesare, combinate cu concepte din alte domenii au fost dezvoltate pentru a permite
simularea pe calculatoare analogice sau numerice. Astfel, prin simulare au fost emulate o serie
fenomene naturale, dintre care marea majoritate se desfagoara la nivelul celulelor nervoase ale
creierului uman. In aceastd conjunctura a luat fiintd un nou domeniu stiintific de sine statitor
denumit Inteligenta Artificiala, care inglobeazd mai multe directii de cercetare. Una dintre
aceste directii o constituie Retelele neurale artificiale.

In tentativa de “deconspirare” a comportamentelor fiintelor umane sau ale altor
organisme Vvii, s-a constatat o abordare euristica, unde nu functioneaza algoritmi expliciti
(situatie care in literatura stiintifica anglo-saxond este caracterizatd prin expresia consacrata
“rule-of-thumb”). Cel mai adesea este greu de formulat reguli precise conform carora oamenii
cunosc anumite fapte, prelucreaza date, trag concluzii sau iau decizii. Experimentele au aratat
cd majoritatea persoanelor care iau anumite decizii nu pot explica, in sens algoritmic,
mecanismul prin care au ajuns la respectivele decizii. Prin astfel de investigatii, Inteligenta
Artificiald a reusit sa pund in evidentd deosebirile fundamentale dintre doud tipuri de
procesare a informatiei si anume de tip secvential si de tip contextual. Procesarea de tip
secvential corespunde algoritmilor implementabili §i executabili pe masini de calcul cu
arhitectura clasici Von Neumann. Procesarea de tip contextual are in vedere distribuirea
informatiei catre mai multe elemente de calcul care conlucreaza intre ele, fiecare operand Insa
in baza unor principii locale. Astfel s-a constatat ca in cazul de corupere / alterare a unor
informatii, procesarea de tip secvential esueaza, in timp ce procesarea de tip contextual poate
furniza rezultate utile.



2 Aplicatii ale retelelor neurale in automatica

Péna in prezent nu a fost formulata inca o definitie a retelelor neurale artificiale care sa
se bucure de o acceptare unanima in literatura de specialitate. Aceasta se explica prin faptul ca
termenii tehnici la care s-ar putea face apel ar fi ori prea generali si vagi, ori, dimpotriva, prea
specializati pentru cadrul impus de o definitie. Totusi, pentru a asigura rigoarea prezentdarii, in
capitolele ce urmeaza vom defini tipuri particulare de retelelor neurale artificiale, intrucat
cititorul va acumula treptat cunostintele care sa permita formalizarea tratdrii. De asemenea,
pentru a simplifica limbajul, vom utiliza exprimarea “retele neurale”, suprimand atributul
“artificiale”, deoarece 1n textul nostru cu orientare tehnica nu exista pericolul aparitiei unor
confuzii prin referirea la retele neurale biologice.

Desi constituie un participant recent la dezvoltarea stiintei, Retelele neurale acopera
un teritoriu larg in procesarea informatiei, cu multiple conotatii de interdisciplinaritate. In
termeni largi, o retea neurald invata sa reprezinte o multime de trasaturi ale mediului
informational 1n care functioneaza. De asemenea poate invata o serie de raspunsuri care sunt
livrate in corelatiei cu anumiti stimuli relevanti pentru mediul in care functioneazd. De
asemenea, multe retele prezintd proprietati de gemeralizare care permit elaborarea de
raspunsuri adecvate pentru stimuli de intrare nemaiintalniti anterior.

Avand in vedere importanta conceptelor amintite In paragraful anterior, drept baza de
plecare pentru studierea retelelor neurale, consideram utild aprofundarea lor, dupd cum
urmeaza:

o invatarea: Este procesul prin care, in potentialul comportamental al unei retele neurale
au loc permanent schimbdri,ca rezultat al experientei. Prin acest proces, parametrii unei
retele neurale sunt supusi unei adaptari continue (in sensul modificarii valorilor
parametrilor) ca urmare a stimuldrilor pe care le primeste din partea mediului. Tipul de
invatare este determinat de maniera in care au loc schimbarile parametrilor respectivi.
Capacitatea de invatare poate fi privitd ca opusul unei functionari pre-programate, care
dispune, de la bun inceput, de toate informatiile necesare pentru intreaga duratd de
functionare.

. reprezentarea cunostintelor: O retea neurald acumuleazd cunostinte despre lumea
inconjurdtoare. Modul de reprezentare a cunostintelor difera de la un tip de arhitectura
de retea neurala la altul. Totusi existd anumite principii general valabile, in sensul ca
informatia se memoreaza prin intermediul unor ponderi care se alocd conexiunilor
dintre elementele de baza ale retelei.

o mediul informational: O retea neurald are un acces limitat la informatii, de o factura
mult mai restrictivd decat procedeaza o fiintd umana. O retea neurald opereaza cu date
de intrare si date de iesire pe care le conecteaza sub forma unor aplicatii (in general
neliniare). Retelele neurale sunt aplicate in probleme specifice pe domenii, fiecare
domeniu avand anumite tipuri de date relevante.

o generalizarea: Un model bun se preteaza generalizarii, Tn sensul cd el poate acoperi
submultimi de date din domeniul problemei considerate, chiar daca acele date nu au fost
intalnite pe parcursul invatarii. Proprietatea de generalizare este cu atat mai bund cu cat
reteaua necesitd mai putine esantioane de invatare pentru a furniza raspunsuri corecte la
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intrari necunoscute. Fard aceasta proprietate de generalizare, retelele neurale s-ar limita
la o functionalitate similara tabelelor de cautare.

In ciuda similitudinii dintre proprietitile enumerate mai sus pentru retelele neurale si
actiunile (cu denumiri identice) pe care le poate desfasura creierul uman, atragem atentia
asupra faptului ca suportul care asigurd functionarea retelelor neurale este de facturd
matematicd, cu diverse implementari, in timp ce suportul biologic este incd in mare masura
necunoscut. in intelegerea corecta a rolului si limitelor de utilizare a retelelor neurale, trebuie
evitatd orice confuzie, de tip falsa popularizare a stiintei, care ar crea impresia ca retelele
neurale pot fi (oricand si oriunde) un substitut al creierului uman. Purtand denumirea de retele
neurale pentru a sugera ca functionarea lor este de inspiratie biologica, acestea sunt
instrumente de procesare a informatiei, cu avantaje si dezavantaje ca orice altd ustensild
inventata de om in scopul cunoasterii. Desi poate parea desuet, considerdm ca cititorul trebuie
sa fie pe deplin avertizat ca de la stadiul actual de dezvoltare a Inteligentei Artificiale, in
general si a Retelelor neurale, in particular, pana la creatia tehnica (robotul) cu comportament
integral humanoid (prezent in diverse fictiuni), stiinta si tehnologia mai au de parcurs pasi
insemnati.

La momentul de fatd, potentialele beneficii obtinute prin utilizarea retelelor neurale se
referd la: abilitatea de a extrage date/informatii fard specificarea unui anumit model,;
abilitatea de generalizare a unor date / informatii necunoscute anterior; dezvoltarea suportului
tehnico-stiintific pentru decizii autonome (neasistate); dezvoltarea sistemelor de interfatare
“prietenoase”; dotarea unor produse cu un anumit grad de “inteligenta”. Din punct de vedere
practic, aplicativ, aceste beneficii trebuie evaluate si prin prisma complexitatii problemei care
se doreste a fi rezolvata facand apel la teoria si tehnologia retelelor neurale. Altfel spus, se vor
cauta raspunsuri la intrebari de tipul: Existd o solutie alternativd pentru utilizarea retelelor
neurale? Prin ce este mai profitabila solutia bazatd pe retele neurale decat solutia alternativa?
Care este gradul de dificultate in implementarea solutiei bazate pe retele neurale? Exista
personalul cu calificarea necesard pentru exploatarea unei aplicatii bazata pe retele neurale?
Réspunsuri corecte la aceste intrebdri pot evita experiente nefructuoase care pot conduce (fara
reale justificari) la instalarea unei atitudini de adversitate fata de utilizarea retelelor neurale.

Dezvoltarea Inteligentei Artificiale in general si a retelelor neurale in particular a
stimulat si progresul unor domenii stiintifice invecinate, cum ar fi Procesarea semnalelor,
Teoria si ingineria controlului, Vederea computerizatd, Analiza s$i sinteza vorbirii,
Transmisiunea informatiei etc. Prin preluarea si adaptarea unor rezultate i / sau instrumente,
la inceputul anilor 90, domeniile amintite au promovat noi directii de cercetare care ulterior s-
au dovedit foarte productive.

Ultimul deceniu a reusit sd puna In valoare studiile i cercetarile experimentale asupra
retelelor neurale prin realizarea unor aplicatii de anvergura industriala. In paragraful curent
enumeram cateva dintre acestea, In baza informatiilor furnizate de (Howard Demuth, Mark
Beale, Martin Hagan, 2008, Neural Network Toolbox User’s Guide, The MathWorks Inc.):
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Tehnologii aerospatiale: Pilot automat de inaltd performanta pentru aeronave; simularea
si detectia erorilor pentru componentele aeronavelor.

Tehnologii pentru autovehicule: analiza activitatilor de garantie

Tehnologii pentru electronica: predictia secventelor de codare, realizarea layout-ului
pentru chip-uri cu circuite integrate, sinteza vocald, recunoastere de imagini i vorbire,
conversie text-vorbire.

Tehnologii pentru telecomunicatii: compresii de date si imagini, traducere automata,
servicii de informatii automatizate, sisteme de procesare a platilor

Tehnologii de fabricatie: analiza si proiectare de produse chimice; sisteme de control al
calitatii (bere, sudura, hartie, chipuri, pulberi si particule); planificare i management de
proiecte

Tehnici de conducere si diagnoza pentru: procese de fabricatie, roboti, manipulatoare.
Tehnici si servicii medicale: analizd automatizata de celule, analizd automatizata a
diagramelor EEG si EKG; proiectare de proteze; asistarea unor teste ATI

Operatii si servicii financiar-bancare: evaluari de proprietati; consiliere imprumuturi,
analiza liniilor de credit, investigatii ipotecare; urmadrirea activitatii de pe cartile de
credit; analiza si predictie financiard; citirea automata a unor documente; evaluarea
solicitarilor de credite; predictia pietelor

Operatii si servicii de asigurari: evaluarea solicitdrilor pentru polite; optimizarea
produselor asigurate

Servicii de transport: planificarea si routarea vehiculelor

Televiziune §i cinematografie: animatii i efecte speciale:

Tehnologii militare: ghidarea diferitelor tipuri de armament; urmadrirea tintelor;
clasificarea obiectelor, recunoastere faciald, tipuri noi de senzori; noi strategii de
procesare a informatiilor provenite de la sonare si radare, noi strategii de identificare a
semnalelor si imaginilor.
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ARHITECTURI DE RETELE NEURALE
FEEDFORWARD -
PRINCIPII GENERALE DE ORGANIZARE

Retelele neurale feedforward sunt sisteme statice, adica sisteme ce realizeaza un transfer
instantaneu intrare-iesire. Acest transfer poate fi descris prin compunerea unor functii
dependente de topologia (arhitectura) retelei. Termenul de ,,feedforward” (insemnand ,,cu
alimentare inainte” — semnalele propagandu-se numai in sensul de la intrare catre iesire)
marcheaza diferenta fata de refelele neurale recurente, sau cu feedback, care sunt sisteme
dinamice, posedand cdi de reactie ce permit propagarea semnalelor si de la iesire catre intrare.
Deosebirea dintre cele doud clase de retele neurale, introdusa prin terminologie, se regaseste
si in descrierea matematicd a transferului intrare-iesire. Retelele neurale recurente sunt
sisteme dinamice si, drept urmare descrierea lor se realizeaza prin ecuatii diferentiale (in cazul
retelelor cu timp continuu) si prin ecuatii cu diferente (pentru retelele cu timp discret).
Elementul de baza in structura unei retele neurale (feedforward sau recurente) il constituie
neuronul artificial. Pentru construirea unei retele neurale, neuronii artificiali se conecteaza in
unul sau mai multe straturi, definind, astfel, arhitectura retelei.

Retelele neurale artificiale s-au dezvoltat ca obiect de studiu in domeniul informaticii,
matematicii aplicate, calculatoarelor, etc. Ele prezinta proprietdti de facturd matematica
(riguros dovedite) care seamand cu o serie de activitati curente desfasurate de mintea umana
(invatare, recunoastere, aproximare, adaptare). Aceste activititi desfasurate de fiinta umana au
inspirat ca denumire proprietdtile retelelor neurale artificiale, adicd 1n sens stiintific
aproximarea, invatarea, etc. a unei retele neurale artificiale inseamna un concept foarte precis
definit matematic.
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Punctul de vedere formulat de acest curs: retelele neurale artificiale ca parte
componentd a inteligentei artificiale (inteligentd computationald) ofera instrumente cu
fundament matematic care aparent copie activitatea creierului uman. In prezent, inteligenta
artificiald nu a deconspirat mecanismele rationamentului uman; ea pune la dispozitie doar
unele instrumente de facturd matematica care permit abordari euristice.

Retelele neurale artificiale au drept componentd de bazd neuronul artificial. Datorita
numarului mare de neuroni structura ce descrie reteaua neurala opereaza cu un numar mare de
semnale de intrare, interne si de iesire. Din acest motiv, tratarea matematica este specifica
sistemelor de dimensiuni mari §i operdrii cu proprietdti generice. Pe tot parcursul cursului,
proprietdti de facturda matematicd le vom analiza pe cazuri simple ce evitd complexitatea
retelelor de lucru (ratiuni didactice); retelele de lucru pentru care se urmaresc performante au
intotdeauna dimensiuni mari.

Tipurile de retele neurale artificiale folosite azi in practicd au rezultat ca urmare a
incercarilor mai vechi de a modela activititile neuronilor biologici si a creierului. Modelarea
neuronului biologic este o problema forte complexa si, la un anumit moment al dezvoltarii de
modele, s-a constatat cd ceea ce se vroia a fi modele pentru activitatea nervoasad biologica,
puteau fi folosite ca instrumente de cunoastere matematica. Modelele la nivelul respectiv au
devenit de fapt ceea ce azi denumim neuron artificial, retele neurale artificiale.

Altfel spus, actualmente neuronul artificial nu mai e privit ca un model al neuronului
biologic. In prezent cercetarile pentru modelarea neuronului biologic si al sistemului nervos
tin de biomedicina, bioinformatica.

2.1. Modelul neuronului artificial

Neuronul artificial constituie elementul fundamental din structura unei retele neurale. In
aceastd sectiune, vom prezenta neuronul artificial intr-o maniera suficient de generala, care sa
permitd unele particularizari pe parcursul capitolelor ce urmeaza. Pentru a asigura intelegerea
cat mai deplind a notiunilor, expunerea se realizeaza gradat, tratand, initial, cazul neuronului
cu o intrare §i, apoi, cazul neuronului cu mai multe intrari.

2.1.1. Neuronul artificial cu o singurd intrare

Pentru prezentarea arhitecturii vom utiliza descrieri de tip diagrama bloc (schema bloc) cu
semnificati simbolurilor de la disciplina ,Introducere in Automatica”. In figura 2.1.1 se
prezintd schema bloc a unui neuron cu o singurd intrare (intrare scalard), notatd xe R si
iesirea scalara yeR. Constanta we R se numeste pondere (eng. weight), iar constanta
b e R poartd denumirea de deplasare (eng. bias). Intrarea cu valoarea precizatd “1” arata ca,
indiferent de semnalul de intrare x, valoarea cu care este alimentat blocul b este tot timpul 1.
Referirea comuna a constantelor w,b € R se face prin termenul de “parametrii neuronului’.
In utilizarea neuronului, valorile parametrilor w,b € R sunt gjustabile. Pe ajustarea

adecvata a acestor valori se bazeaza capacitatea de invatare a neuronului artificial.
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xeR - reR ~ uelR yeR
> > »| o | —»
+ _/
welR +
1 c:R—>R
—» b

beR

Figura 2.1.1. Schema bloc a unui neuron cu o singura intrare

Functia o:R — R se numeste functia de activare a neuronului (eng. activation
function). Pentru functia de activare o se folosesc functii analitice standard, liniare sau
neliniare. Blocul o defineste nodul neuronului, iar ansamblul care genereaza semnalul u
defineste partea liniara.

Functia de activare o apartine unor clase de functii care au anumite destinatii in
raport cu aplicatiile practice de utilizare. Clasele de functii uzuale sunt liniard, treapta
(unipolari sau bipolard) si sigmoidala (unipolard sau bipolara). In tabelul 2.1.1 sunt prezentate
analitic si grafic functiile de activare cu cea mai frecventa utilizare in practica; de asemenea
sunt furnizate numele functiilor MATLAB aferente, disponibile in Neural Network Toolbox.

Revenind la schema bloc din figura 2.1.1, se constatd cd neuronul artificial cu o
singurd intrare este un sistem static (asigurd transferul instantaneu al semnalului de intrare
catre iesire, spre deosebire de un sistem dinamic, a carui iesire depinde atdt de intrarea la
momentul respectiv cat si de istoria procesului), a cdrui functionare este descrisd prin
aplicatia:

fR>R, (2.1.1)
y=f(x)=o(wx+b). (2.1.2)

Asadar f este o functie realizatd prin compunere, in urmatoarea maniera ilustrata

sugestiv de schema bloc din figura 2.1.1:

y=f(x)=0(u(x)), (2.1.3)

unde:
u(x)=r(x)+b, (2.1.4)
r(x)=wx. (2.1.5)

Din expresia lui y = f(x) data in relatia (2.1.2), se observa ca transferul instantaneu
intrare-iesire x — y este parametrizat de w,b € R sau, cu alte cuvinte, dependenta lui y de x

este parametrizata de valorile ponderii we R si deplasarii b€ R . Subliniem faptul ca, desi
conform (2.1.2), iesirea y se prezintd ca functie de trei variabile reale (x, w, b), din punct de
vedere sistemic, variabila x este singura cu semnificatie de semnal de intrare, remarca pusa in
evidenta de catre schema bloc din fig. 2.1.1. Dintr-un semnal de intrare x nu se poate obtine
orice formd a semnalului de iesire y (parametrizat de w si b), cu alte cuvinte, y va pastra
informatii specifice nodului.
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Tabelul 2.1.1. Functii de activare uzuale

Nume Expresic analitica Reprezentare Nume functie
Functie P Grafica MATLAB
N
Treapta 0,u<0 1 _
o\u)= »
unipolard (u) {l, ux0 0 T u hardlim
o(u)
1 reapta owy={ " 1} hardlim
bipolara Lu>0 0 > u a S
. o(u)
Functie _ .
C U(M)—M - purelin
liniara /l 0 > u
0, u<0 G(u)
iniars o(u)=
Liniara cu (u) w, 0<u<l 1 Tﬁ; satlin
saturatie 0 > u
Lus>l |
Liniari cu o (u) = 0, u<-1 . o(u)
saturatie, u, —1<u<l - satlins
simetrica Lu>1
Sigmoid 1 :
o(u)=
unipolar ( l+e™ logsig
4 o(u)
Sigmoid o) = e 1 tansi
bipolar T 0 o 9
Observatie

“1” ca semnal care alimenteaza blocul b nu este tratat ca o intrare efectiva, intrucat valoarea
lui nu se poate schimba (este un semnal constant). Daca folosim pentru “1” interpretarea de

. . . - T . .
semnal de intrare, atunci putem considera vectorul ¥ =[x 1]° ca un semnal vectorial extins

cu a doua componentd constantd, egald cu 1. Notand @=[w b] (vectorul parametrilor
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neuronului), obtinem u(x)=6 Xx. Aceastd conventic de notatie prezintd avantajul ca, prin

inglobarea deplasarii b intr-un vector, se ajunge la o scriere liniara, mai compacta. ]

2.1.2. Neuronul artificial cu mai multe intrari

Neuronul cu mai multe intrari generalizeazd modelul prezentat in paragraful anterior, in
sensul ca semnalul de intrare este vectorial (posedd mai multe componente). In figura 2.1.2 se
prezintd schema detaliatd a unui neuron cu iesirea y€R §i cu n intrdri, notate x; eR,

i=1...,n.
xeR
> W
: +
x eR _*Or R uelR yeR
> W, — c | —
+
+
W,...,w, €R
c:R—>R
1 Joob

beR

Figura 2.1.2. Schema detaliata a unui neuron cu n intrari

Functia de activare rdimane neschimbata, dar intrarea ei, u, are expresia:

n
u=w1'x1+...+wn-xn+b=2wl-xl-+b, (2.1.6)
i=1
care se poate scrie in forma vectorial-matriceala:
u=wx+b>b, (2.1.7)

. oA T .
unde x este vectorul coloana continand intrarile, x =[x, ...x,] €R", iar w este vectorul

linie (adicd un caz particular de matrice) continand ponderile, w =[w; ... w, | € R

Aceastd scriere ne aratd ca reprezentarea graficd compactd a neuronului cu mai multe
intrari se poate realiza ca in figura 2.1.3. In respectiva figurd, pentru semnalul de intrare
xeR" s-a utilizat conventia de reprezentarea grafica cu sdgeata dubld (adicd =), ceea ce
permite compactarea reprezentarii.

Observatie

Precizam ca, incepand din acest punct al textului nostru, vom face apel la conventia de
reprezentarea grafica cu sdgeatd dubla (=) a semnalelor vectoriale fara a mai atrage atentia in
mod special asupra semnificatiei, considerand ca cititorul si-a insusit deja respectiva
conventie. [
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xeR” reR ueR yeR
w 4O—> c | —»
RIXH + +
LS c:R>R
! b
beR

Figura 2.1.3. Schema bloc a unui neuron cu n intrari

Neuronul cu » intrari este un sistem static a carui functionare este descrisd prin
aplicatia de variabila vectoriala:

fR" >R, (2.1.8)
y=f(x)=o(wx+b), (2.1.9)
ce rezultd din urmatoarea compunere de functii (pusd in evidentd de schema din figura 2.1.3):
y=f(x)=0(u(x)) (2.1.10)

unde:
u(x)=r(x)+b, (2.1.11)
r(x)=wx. (2.1.12)

Se observa ca transferul x — y este parametrizat de n+1 elemente: n elemente

continute Tn vectorul linie al ponderilor w e R™ i scalarul beR (deplasarea fiind unica
pentru un neuron).

2.1.3. Alte tipuri de neuroni artificiali

Exista tipuri de neuroni artificiali care diferd de structura neuronului artificial prezentata in
fig. 2.1.2 (sau, echivalent, in fig. 2.13). Un exemplu il constituie neuronul artificial cu functie
de activare de tip radial (eng. Radial Basis Function, abreviat RBF). Fara a furniza detalii
referitoare la alte tipuri de neuroni artificiali, considerdm oportund prezenta acestui paragraf
pentru a asigura o vedere de ansamblu corecta asupra problematicii tratate in capitolul curent.
Astfel, desi modul de abordare vizeaza un grad mare de generalitate, capitolul de fata nu isi
propune sd acopere integral prezentarea structurilor neuronilor artificiali si a retelelor neurale
feedforward.

Totodatd mai precizdm ca elementele de noutate ce vor aparea in viitoarele capitole
vor fi grefate cu usurintd pe scheletul informational construit in capitolul de fata, ca o
extindere naturald a manierei prin care se poate defini semnalul u(x) aplicat drept intrare in
nodul neuronului. Concret, in cazul altor tipuri de neuroni, transferul intrare-iesire este descris
tot printr-o relatie de forma (2.1.10), cu deosebirea ca expresia analitica a lui u(x) nu mai
este data de (2.1.11) s1 (2.1.12). Atragem insa atentia asupra faptului cd, si pentru aceste tipuri
noi de neuroni artificiali, expresia analitica a lui u(x) va ramane parametrizata de w, b
(existenta parametrilor fiind cea care asigura proprietatile neuronului si respectiv a unei retelei
compuse din mai multi neuroni).
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2.2. Retele de neuroni artificiali

Prin conectarea in diverse moduri a neuronilor artificiali, se pot construi retele neurale
artificiale. Retelele neurale cu arhitecturi specifice poseda proprietati specifice, ceea ce face
ca, in aplicatii, unui anumit tip de problematicd sd i se asocieze un anumit tip de retea neurala.
Scopul acestei sectiuni consta In prezentarea generald a principiilor ce stau la baza organizarii
unei retele neurale feedforward, urmand ca in capitolele viitoare sa se detalieze asocierea
dintre tipologia retelelor si specificitatea aplicatiilor.

2.2.1. Retea cu un singur strat

In figura 2.2.1 este ilustrati schema bloc a unei retele neurale cu un singur strat (eng. layer)
continand p neuroni, utilizdnd conventia de reprezentare graficd cu sdgeti duble pentru

semnale multivariabile. Reteaua prezintd » intriri, notate compact x € R", si p iesiri, notate
compact y e R”:

X N
x=| : |eR", y=| : |eR?. (2.2.1)
X, Yp
Numarul de iesiri ale retelei coincide cu numdrul de neuroni: fiecdrui neuron ii

corespunde o iesire a stratului. Cei p neuroni din strat au functii de activare proprii: neuronul i
are functia de activare o;.

Semnalele de intrare xi,...,x, sunt utilizate de toti cei p neuroni, dar cu combinatii

diferite de ponderi pentru fiecare neuron in parte. Functia de activare a fiecarui neuron in
parte are un singur semnal de intrare (semnal scalar) u; corespunzétor neuronului respectiv.

(Se respectd arhitectura studiatd a neuronului cu mai multe intrari unde s-a pus in evidenta
faptul ca functia de activare are un singur semnal de intrare). Pentru compactitatea desenului
diagramei, functiile de activare a celor p neuroni sunt reprezentate unitar in blocul ¥ avand
drept intrare semnalul multivariabil u si drept iesire semnalul multivariabil y. In diagrama este
specificat faptul ca fiecare componentd a functiei vectoriale X actioneaza doar pe
componenta corespunzdtoare ei a semnalului de intrare u, adicd o;(u) =0;(u;)=y;, i= G .

xeR" reR? ucR? y=f(x)=2(u(x))
= W X —[: |[—>
W e R +T\+ >:R? - RP,
: S 5,(n)
1\
beR’ 2(u) =
Gp(up)

Figura 2.2.1. Schema bloc a unei retele neurale cu un singur strat de p neuroni
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Fiecare din cei p neuroni are in structurd n+1 parametri (n parametri de tip pondere,
care fac legatura cu cele n semnale de intrare x;, x5, ..., X,,, si o deplasare). Cele n ponderi

ale neuronului i, notate w;,,w; ,,...,w, ,, constituie elementele liniei i a matricei W e R?";
deplasarea corespunzatoare aceluiasi neuron, notata b;, reprezintd componenta i a vectorului

coloand b e R”.

Reteaua neurald cu un singur strat este un sistem static a carui functionare este
descrisa prin aplicatia vectoriala, de variabila vectoriala:

f:R" 5> R?, (2.2.2)
y=f(x)=2(Wx+b), (2.2.3)
ce rezulta din urmatoarea compunere de functii (pusa in evidentd de schema din figura 2.2.1)
y=f(x)=Z(u(x)), (2.2.4)
unde:
u(x)=r(x)+b, (2.2.5)
r(x)=Wx. (2.2.6)

Se observa ca transferul x — y este parametrizat de cele pn elemente ale matricei

W e R”" si cele p elemente ale vectorului b e R”.

Observatie

In arhitecturile de retele cu aplicabilitate practici toti neuronii au aceeasi functie de activare
de tipul celor precizate in tabelul 2.1.1. Toate componentele functiei X sunt identice ca

exprimare analitica, adicd y; =o;(y;)=0o(y;), i=1p. n

2.2.2. Retea cu doua straturi
In figura 2.2.2 se prezinta schema bloc a unei retele neurale cu doui straturi, continand p; si,
respectiv, p, neuroni. Reteaua posedd n; intrdri, notate compact xleR™, si p, 1iesiri,
notate compact y> € R”2:
2
X Y1
xl=] P |eR", y?=| 1 |eR”. (2.2.7)
2
x”l y P>
Arhitectura acestei retele rezultd prin inserierea a doua retele cu cate un singur strat
fiecare (de tipul celor prezentate in paragraful 2.2.1), in asa maniera incat iesirile primului
strat sa constituie intrarile celui de-al doilea strat.
Primul strat al retelei mai este referit cu denumirea de strat de intrare (eng. input

layer) iar al doilea cu denumirea de strat de iesire (eng. output layer). Pentru conectarea in
serie a celor doud retele se impune ca numarul iesirilor primului strat (adicd p;) sa coincida
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cu numadrul intrarilor in cel de al doilea strat (adica n,) deoarece semnalul vectorial de la
iesirea primului strat, y1 e R?", constituie semnalul vectorial de intrare pentru al doilea strat,

x’ eR™, Astfel, are loc identitatea de semnale:
yl(eRP)=x*(eR™). (2.2.8)
Numarul de intrari ale retelei este numarul intrarilor primului strat, iar numarul de

iesiri ale retelei este dat de numarul de neuroni din stratul doi.

Reteaua neurala cu doua straturi este un sistem static a carui functionare este descrisa

prin aplicatia vectoriala, de variabila vectoriala:
f:R" 5> RP2, (2.2.9)
y? = f(xh) =32 (Wzo'l(Wlxl +b1)+b2). (2.2.10)
Aceasta aplicatie rezultd din urmatoarea compunere de functii (pusa in evidentd de

schema bloc din figura 2.2.2):
= La nivelul celui de al doilea strat:

Y =16 =3 (1), (2.2.11)

unde:
w?(xH) =r?(x*)+b?, (2.2.12)
r2(x}) =wix?. (2.2.13)

»  La nivelul primului strat:

=yl = e =2 (u' (), (2.2.14)

unde:
' (xH=rl(xh+p', (2.2.15)
i =wlix!, (2.2.16)

Se observi ci transferul x' — p? realizat de reteaua cu doua straturi de neuroni este

parametrizat de elementele matricelor W'eRP™ | W2 e RP>™ (ponderile celor doud

straturi) si elementele vectorilor b' eRP, b e RP (deplasarile celor doua straturi).

Observatie

Functiile de activare de pe primul strat pot fi diferite de functiile de activare de pe stratul doi
(dar, de reguld, pe acelasi strat functiile de activare sunt identice).

In aplicatiile practice arhitecturile uzuale nu depdsesc trei straturi.

Ca terminologie reteaua consideratd in diagrama bloc contine, dupa unele texte, un
strat de intrare si unul de iesire iar, dupa alte texte, un strat ascuns si un strat de iesire. |
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2.2.3. Cazul general - retea cu mai multe straturi

Intr-o maniera similara celei prezentate in paragraful 2.2.2 se poate construi o retea cu trei
(sau mai multe) straturi de neuroni, conectand trei (sau mai multe) retele cu un singur strat,
astfel incat intrarile fiecarui strat (exceptand primul) sa coincida cu iesirile stratului care 1l
precede. Cele amintite mai inainte cu privire la terminologia prin care se referd straturile
retelei raman valabile. Existenta mai multor straturi are drept efect atat posibilitatea de a
defini transferul intrare-iesire cu ajutorul a mai multi parametri, cat i mai multe nivele de
neliniaritdti care se compun in acest transfer. Asupra acestor aspecte se va reveni in detaliu
atunci cand se va discuta despre capacitatea de aproximare pe care o poseda unele retele
neurale. In practica uzuala se face apel la arhitecturi cu cel mult trei straturi.

Straturile de neuroni cuprinse intre stratul de intrare si cel de iesire se numesc straturi
ascunse (eng. hidden). In unele texte, orice strat al retelei care nu este strat de iesire este
referit drept strat ascuns (inclusiv stratul de intrare). Ca urmare, exprimarea fara nici un fel de
echivoc este cea care atribuie numere de ordine straturilor, astfel in cazul retelei cu doud
straturi, stratul 1 desemneaza stratul de intrare si stratul 2 este stratul de iesire.

2.3. Instrumente software pentru simularea retelelor neurale
cu structura feedforward oferite de Neural Network Toolbox

Neural Network Toolbox este unul dintre primele pachete de programe MATLAB lansate de
The MathWorks, ceea ce demonstreazd importanta ardtatd domeniului retelelor neurale de
catre firma dezvoltatoare a acestui software. Versiunea 4.0 a toolbox-ului dedicat retelelor
neurale a fost lansatd in anul 2000, impreuna cu versiunea MATLAB Release 12. Odata cu
dezvoltarea software-ului de baza (MATLAB), pachetului Neural Network Toolbox i-au fost
aduse modificari minore, astfel ca versiunea 5.0 a fost lansatd impreund cu versiunea
MATLAB R2006a.

Neural Network Toolbox admite lucrul cu diferite tipuri de retele neurale. Aceasta
flexibilitate se datoreaza reprezentarii orientate obiect a retelelor, care permite definirea unor
arhitecturi diverse si implementarea algoritmilor specifici acestora. Un obiect de tip network
constd din numeroase proprietati ce pot fi setate Tn mod adecvat pentru specificarea
arhitecturii si comportarii retelei neurale si poate fi creat cu functia network. Pentru crearea
unor retele neurale cu o structura standard exista insa functii special concepute (de exemplu
newp, newlin, newlind, newff) ce vor fi studiate in capitolele ce urmeaza.

Proprietatile unui obiect network sunt reunite, in functie de tipul lor, in mai multe
grupe, $i anume:

= architecture: proprietati ce permit setarea numarului de intrari si de straturi ale retelei
neurale, precum si modul de conectare a acestora;

= functions: pentru definirea functiilor pentru operatiile de baza cu reteaua neurald
(initializare, modul de adaptare a parametrilor, criteriul de performanta, functia de
antrenare, precum §i parametri specifici acestora);



16 Aplicatii ale retelelor neurale in automatica

= weight and bias values: pentru inspectarea sau setarea valorilor ponderilor si
deplasarilor neuronilor din retea;
= other: pentru pastrarea altor date dorite de utilizator (de exemplu, comentariti).

In pachetul Neural Network Toolbox existi si o interfati grafici cu utilizatorul
(Graphical User Interface - GUI), nntool, pentru importarea, crearea, utilizarea si exportarea
retelelor neurale si/sau datelor. De asemenea, Neural Network Toolbox pune la dispozitia
utilizatorilor un set de blocuri pentru construirea retelelor neurale in Simulink, precum si
functia gensim pentru generarea versiunii Simulink a unei retele neurale oarecare care a fost
creatd in MATLAB. Modul de utilizare a functiilor este ilustrat prin numeroase programe
demonstrative ce pot fi lansate In executie prin intermediul comenzii demos.

Pentru simularea comportarii unei retelei neurale se poate utiliza functia sim.

Pentru aprofundarea notiunilor prezentate in acest capitol se recomanda studierea
problemelor cu solutii analitice 7.1, 7.2 si a problemelor cu solutii numerice 8.1 — 8.4.



Capitolul 3

APLICATII ALE RETELELOR FEED-FORWARD
CU FUNCTII DE ACTIVARE TREAPTA
IN PROBLEME DE CLASIFICARE

Neuronul artificial cu functie de activare treaptd reprezinta forma cea mai simpla a unei retele
neurale artificiale. El a fost introdus in 1943 de Warren McCulloch si Walter Pitts in lucrarea
»A Logical Calculus of Ideas Immanent in Nervous Activity”, In incercarea de a modela
activitatea unui neuron biologic. Neuronul McCulloch-Pitts acceptd doar intrdri binare,
furnizand la iesire un semnal binar: iesirea unui perceptron este 1 sau 0 dupa cum neuronul
respectiv raspunde sau nu raspunde la semnalele de intrare aplicate. Toate intrarile au ponderi
egale.

Donald Hebb a revolutionat domeniul retelelor neuronale artificiale in 1949. in
monografia The Organization of Behavior, Hebb a propus un mecanism calitativ ce reflecta
modul In care se modificd conexiunile sinaptice pentru a reflecta mecanismul de invatare
realizat de neuronii interconectati atunci cand acestia sunt influentati de diferiti stimuli din
mediu. Acest mecanism poartd numele de regula lui Hebb si st la baza proceselor de invatare
(antrenare) a retelelor neurale artificiale.

Aplicand acest principiu neuronului McCulloch-Pitts, Frank Rosenblatt a dezvoltat
primul perceptron (1957) capabil sa invete prin modificarea ponderilor corespunzatoare
intrarilor sale, modeland astfel capacitatea de (recunoastere a formelor) clasificare a
sistemelor de vedere biologice. Rosenblatt a demonstrat cd daca vectorii prototip utilizati
pentru antrenarea unui perceptron fac parte din doua clase liniar separabile, atunci algoritmul
de antrenare converge intr-un numar finit de pasi, furnizand un hiperplan ce separa cele doua
clase. Modelul propus in anul 1962 in cartea Principles of Neurodynamics a influentat decisiv
dezvoltarea retelelor neurale.
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In prezent, retelele neurale feed-forward cu functii de activare treaptd poarti
denumirea de retele perceptron. Asemenea retele pot fi utilizate numai in probleme de
clasificare liniara si necesitd algoritmi de antrenare specifici, care exploateazd forma
particulara a functiilor de activare.

3.1. Studierea transferului intrare-iesire pentru un neuron

Considerdm dat un perceptron cu n intrari (figura 3.1.1), avand ponderile w;, w,, ..., w,,
deplasarea b si functie de activare de tip treaptd unitate:
auo={0’”<0’ G.1.1)
1, u>0.

Cu notatiile introduse in paragraful 2.1.2, si anume x=[x ... xn]T eR" pentru

vectorul coloand corespunzitor intrarilor si w=[w ... w,]€ R™" pentru vectorul linie

continand ponderile perceptronului, intrarea functiei de activare se scrie sub forma
u(x)=wx+b. (3.1.2)
Iesirea perceptronului este data de
0, daca wx+b<0,

y(x) :{ (3.1.3)

1, daca wx+b2=>0.

xeR” reR uelR yeR
— 4.0—. o | L
RIXH + +
| we @ 0,u<0
o\u)=
» b l,u>0
beR

Figura 3.1.1. Schema bloc a unui perceptron cu n intrari

Se observd ca spatiul de intrare, R" poate fi separat in doud clase in functie de
valorile iesirii perceptronului: ¢, = {x eR" ‘ y(x)= O} si ¢ = {x € R"‘ y(x)= 1} . Suprafata

de separatie dintre cele doud clase este hiperplanul de ecuatie u(x)=0.

Problema inversa este urmatoarea: avand date un numar N de esantioane sau
prototipuri (eng. pattern), x; €R", i=1,...,N, despre care se presupune cd apartin ca
apartin la doud clase, notate ¢, si ¢, sa se determine parametrii unui perceptron care sa

realizeze separarea doritd. Daca aceastd problema admite solutie (dacd existd un hiperplan
care sd separe punctele ce apartin unei clase de punctele celeilalte clase) se spune ca cele doud
clase sunt liniar separabile.

In cazuri simple, parametrii unui perceptron pot fi calculati in mod direct astfel incat
sa se realizeze separarea spatiului de intrare Tn modul dorit, agsa cum se prezinta in continuare.
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Exemplul 3.1.1. Se doreste implementarea functiei logice AND utilizdnd un perceptron cu
doua intrari si functie de activare unipolard. Tabela de adevar si reprezentarea grafica a
acestei functii sunt prezentate in figura 3.1.2.

Se observa ca dreapta de ecuatie d(x)=x; +x, —1.5=0 realizeaza separarea liniara a

celor patru puncte ale multimii P ={(x,x,)|x;,x, €{0, 1}} in functie de rezultatul
operatiei logice x; Ax,. Prin identificare se obtin parametrii perceptronului
w=w,=1s1b=-15.

Evident ca dreapta de separatie a celor doud clase ¢, ={(x,x,)€P| x; Ax, =0} si
% ={(x,x,) € P| x; Ax, =1} nu este unici, ceea ce aratd ci implementarea functiei

logice AND sub forma de perceptron nu este unica.

1\ X2
", %

NN | NAT -
T
011 0 %, .
1 0 0 L ; N
1 1 1 9] ) .

(a) )

Figura 3.1.2. (a) Tabela de adevar si (b) reprezentarea grafica a functiei logice AND.

Similar se obtin parametrii unui perceptron cu doud intrari si functie de activare
unipolara ce implementeaza functia logica OR (figura 3.1.3), cu valorile w; =w, =1 si

b=-05.
X2

X | X2 | VXY L SR, 9 &

0] 0 ) |
oLl |

1 {0 1 ) . !

1 1 1 O (g() ., 1 X1

® (b)

Figura 3.1.3. (a) Tabela de adevar si (b) reprezentarea grafica a functiei logice OR.



20 Aplicatii ale retelelor neurale in automatica

Pentru functia logicdi XOR cu tabela de adevar si reprezentarea grafica din figura
3.1.4, clasele ¢, si ¢ nu sunt liniar separabile, ceea ce aratd ca aceastda functie nu

poate fi implementata utilizand o retea neurala de tip perceptron cu un singur strat.

b %
X] Xy X] @ X9 - " :»,‘:. ..... ° %0
0] o0 0 |
N | b, %
110 1 ", P
Q D—’-ﬁ

1 ! 0 O %0 1 ) X

(a) (b)

Figura 3.1.4. (a) Tabela de adevar si (b) reprezentarea grafica a functiei logice XOR.

3.2. Utilizarea retelelor cu un singur strat

3.2.1. Proprietatea de separare folositd in clasificare

O retea neuronald cu un singur strat cu # intrdri, x € R", p iesiri (neuroni) y € R? si functii
de activare treapta (unipolard sau bipolard) posedd proprietatea de a partitiona spatiul
vectorilor de intrare (adica R") in 27 multimi prin p hiperplane. O asemenea retea va putea

fi utilizata in probleme de clasificare numai daca regiunile de decizie sunt multimi din R”
separabile liniar (adica cu ajutorul unor hiperplane).

3.2.2. Obiectivul antrenarii retelei

La intrarea retelei sunt prezentate N esantioane, sau prototipuri, notate x; € R", i=1,...,N,

despre care se presupune ca apartin claselor %J , j=1,...,27  clase ce se pot defini ca regiuni

separabile liniar din R". Sa introducem, pentru simplificarea scrierii ulterioare, notatia

M =27, Evident problema clasificarii are sens pentru N > M , altminteri situdndu-ne intr-o
situatie pur banala. In termeni concreti, pentru fixare, vom considera situatiile urmatoare:

e my vectori din R” apartin clasei €, adica:
xk E‘gl,k=1,...,m1; (321-1)
e m, vectori din R” apartin clasei ¢ , , adica:

X, €€y, k=m+1,....m +my; (3.2.1-2)
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e my, vectori din R" apartin clasei ¢, , adica:

X, €G, k=m+my+...4+my_ +1,...om+my+...+my_+my; =N. (3.2.1-M)

Modalitatile de definire prin expresii analitice a celor M =27 clase (adica ecuatiile
celor p hiperplane ce realizeaza separarea) nu sunt cunoscute aprioric. Determinarea sub
forma analiticd a acestor hiperplane reprezintd tocmai obiectivul antrenarii retelei, astfel
incat, Tn urma unei antrenari adecvate, parametrii retelei (ponderi si deplasari) sa furnizeze
coeficientii ecuatiilor ce definesc hiperplanele de separare.

In acest scop, fiecireia dintre cele 27 clase S?J

1 se atageazd cte un vector y; € R?,
j=1,...,27 cu elemente binare, astfel:

e wvalori 0 si 1 — 1n cazul cand functiile de activare ale neuronilor sunt de tip treapta
unipolard;

e wvalori —1 si 1 — in cazul cand functiile de activare ale neuronilor sunt de tip treapta
bipolara.

Subliniem faptul ca prin acest procedeu pot fi construiti exact 27 vectori distincti, cu
elemente binare, ceea ce permite realizarea unei corespondente biunivoce intre vectorii y ; si

clasele ‘gj Astfel, problema clasificarii revine la a antrena reteaua (adicd a determina

parametrii retelei) de asa manierd Incat refeaua cu parametrii rezultati din antrenare sa
asigure satisfacerea urmatoarelor N egalitati ce decurg din (1-1)...(1-M):
Vi, k :1,...,m1;

Zz, k:m1+1,...,m1+m2;

fx)= (3.22)

Y k=m+...+my,_+1,...,N;
Cu alte cuvinte, fiecdrui vector prototip x;, i=1,...,N, 1 se poate atasa un vector tinta
(eng. target) z; , cu:
zie{zl,lz,...,zM},i=1,...,N, (3.2.3)

astfel incat sa fie satisfacute egalitatile (3.2.2). Subliniem faptul ca dintre cei N vectori tintd
Z;, i=L...,N,numai M <N sunt distincti (coincizand cu unul din vectorii y,¥,,..., ¥/ )-

Astfel, prin antrenare, se va urmari ca:
f(x)=2z;,i=L...,N, (3.2.4)

unde forma particulard a lui z; din multimea (3.2.3) este precizatd prin egalitatea (3.2.2),

corespunzdtor valorii concrete a indicelui 7.

Observatii

1° In formularea obiectivului antrendrii s-a presupus ca se opereaza cu clase separabile
liniar. Totusi, uzual, In practica, aceasta ipoteza de separabilitate liniara nu poate fi verificata
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inainte de a incepe antrenarea. Altfel spus, nu dispunem de un procedeu care sd ne asigure,

inainte de efectuarea antrenarii, cd vectorii de intrare x;, i=1,...,N, pot fi grupati cu

satisfacerea conditiilor (3.2.1-1), ..., (3.2.1-M), in M =27 clase %’j , j=1,...,M , separabile

liniar. Astfel, insugsi rezultatul antrendarii este cel care confirma sau infirma (prin verificarea
satisfacerii celor N egalitati (3.2.4)) ipoteza separabilitatii liniare a claselor, iar in caz de
confirmare, sunt furnizate si valorile numerice ale coeficientilor ecuatiilor pentru hiperplanele
de separare.

2° In cazul cand rezultatul antrendrii arati ci cele N egalititi (3.2.4) nu pot fi

satisfacute, nu inseamna cé vectorii x;, i =1,..., N, nu ar putea fi grupati in M =27 clase
oarecare, separabile liniar, ci semnificd faptul ca modul concret de asignare a lui x; la S?J
definit prin relatiile (1-1)....,(1-M) nu permite separarea liniara a claselor. Deci, un alt mod de

definire a relatiilor de apartenenta (3.2.1-1), ..., (3.2.1-M) ar putea (nu in mod sigur) conduce
la clase separabile liniar. ]

3.2.3. Algoritmul de antrenare al retelei

Algoritmul de antrenare, invatare, sau instruire (eng. training, learning) constd in
actualizarea parametrilor retelei, adici a ponderilor (elementele matricei W e R”") si a

deplasarilor (elementele vectorului coloand b e R?), cu scopul de a satisface cele N egalitati
(3.2.4).

Se organizeaza vectorii prototip x; e R"”, i=1,...,N,siceitintd z; eR”, i=1,...,N,
sub forma matricelor:
X =[x ...xy]e RN, (3.2.5)
respectiv:
Z=[z..7y]eR”V. (3.2.6)

Pentru algoritmul de antrenare se stabileste de catre utilizator un numar maxim de
iteratii sau epoci. La fiecare iteratie a algoritmului de antrenare se parcurg etapele descrise

mai jos. Valorile parametrilor retelei la inceperea unei iteratii sunt notate prin W, € R”"

(pentru ponderi) si b,y € R” (pentru deplasari).

Etapa 1 (Etapa de prezentare)

Pentru valorile curente ale parametrilor retelei (W3 € R”", b4 € R?) se calculeaza iesirile

retelei:
yi:f(xi):O'(Wold'xi+b01d), izl,...,N, (327)

care se organizeaza sub forma matricei:
Y=[y...yy|eR. (3.2.8)
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Etapa 2 (Etapa de verificare)
Se calculeaza vectorii erorilor:

e,=z;,—y;€R? i=1..,N, (3.2.9)
ca diferente dintre vectorii tintd z; (apartinand multimii (3.2.3)) si vectorii iesirii la iteratia
curentd y; (definiti conform (3.2.7)).

Algoritmul se opreste daca este indeplinitd una din urmatoarele conditii:
( 7 1) toti vectorii eroare sunt nuli, adica:

e=0,i=1..N; (3.2.10)

sau
( 7 2) a fost atins numarul maxim de iteratii.

La oprire, algoritmul va furniza valorile parametrilor retelei rezultate din antrenare,
care vor fi notate prin W, e R”" (ponderi) si b, € R” (deplasari).

Daca nici una din conditiile ( ¥ 1) sau ( ¥ 2) nu este indeplinita, se continud cu etapa
urmatoare a iteratiei curente.

Etapa 3 (Etapa de actualizare a parametrilor)
Se construieste matricea erorilor:
E=[e,...ey]=Z-Y e RV, (3.2.11)

cu ajutorul cdreia se calculeaza matricele de actualizare a parametrilor:
e pentru ponderi:

Dy =E-X" eRP", (3.2.12-a)
e pentru deplasari:
D,=E- [1.1] " eR”. (3.2.12-b)
—
N elemente

Se calculeaza noile valori ale parametrilor:
e pentru ponderi:

Woew =Woid + Dy » (3.2.13-a)
e pentru deplasari:
byew =boia + Dy - (3.2.13-b)

Cu aceste calcule se incheie iteratia curentd si se trece la o noud iteratie efectuand
atribuirile Wnew —> WO]d’ bnew v bOld .

Observatii

1° Initializarea parametrilor retelei (adica W4 st b,y la prima iteratie a algoritmului)
se face cu valori arbitrare.

2° Conditia (¢ 1) din Etapa 2 (anularea tuturor vectorilor eroare) poate fi exprimata

. o . e N
unitar, prin intermediul erorii pdatratice globale (eng. sum squared error) Jggp = Zi_l eiT e ,a
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. . .. N .. ..
erorii patratice medii (eng. mean squared error) J ;g =%Zi21e? e;, sau a erorii medii

N P
absolute (eng. mean absolute error) J 5 :%Z%Z| e, |, (unde e; , noteazd componenta
i=1 k=1

k a vectorului eroare e; =[e;;...¢; p]T € R?) sub forma:

respectiv:
Jyue =0, (3.2.14”)

care sunt echivalente cu (3.2.10). Datoritd simplitatii, in programare se prefera utilizarea unui
test de forma (3.2.14), (3.2.14°) sau (3.2.14”), fatd de cele N teste formulate in (3.2.10).
3° Este demonstrat faptul ca vectorii x;, i=1...,N, pot fi grupati in clasele C;

separabile liniar, conform (1-1), (1-2), ..., (1-M), daca §i numai daca algoritmul de antrenare
va conduce la satisfacerea conditiei ( ¥ 1) intr-un numar finit de iteratii. Din acest motiv, la

stabilirea numarului maxim de iteratii, utilizatorul trebuie sa aiba in vedere o valoare
acoperitoare pentru satisfacerea conditiei ( y 1), evident, sub rezerva ca ( y 1) poate fi efectiv

indeplinita.

4° In cazul cand conditia ( y1) este satisficutd, valorile W, eR” si b, eR”
furnizate 1n finalul algoritmului de antrenare definesc ecuatiile celor p hiperplane (care separa
cele M =27 clase) prin intermediul celor p componente scalare ale egalitatii:

5° Daca conditia ( y1) nu poate fi indeplinitd intr-un numar suficient de mare de
iteratii ale algoritmului de antrenare, rezultd cd vectorii x;, i=1,..., N, nu pot fi grupati in
clasele C; separabile liniar, conform (1-1), (1-2), ... , (1-M). Este evident cd in acest caz
eroarea patratica globala nu se va anula. [

6° Rezultatul antrendrii este independent de ordinea In care sunt considerati vectorii

prototip. In sectiunea 3.2.2 a fost consideratd ipoteza ¢ vectorii prototip sunt ordonati in
functie de clasa din care fac parte numai datorita simplificarii expunerii. [ |

Exemplul 3.2.1. Tlustram aplicarea algoritmului de antrenare prezentat anterior in cazul
determindrii parametrilor unui perceptron (p=1) cu doud intrdri (n=2) ce

implementeaza functia logica OR (figura 3.1.3). Pentru aceasta considerdm vectorii

prototip
|0 |0 _1_ 1
X = 0 , Xp = 1 » X3 = 0] X4 = 11’

cu care formam matricea

-
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Matricea tintelor este

z=[0 11 1].

Initializdm parametrii perceptronului cu valori nule:

Wold = [0 0] s bold = 0 .

Iteratia 1: Se calculeaza:

Iteratia 2:

Iteratia 3:

Iteratia 4

Iteratia 5:

Iteratia 6:

Y=[1 1 1 1,E=[-1 0 0 0],
DWZ[O 0], D,=-1 = WneWZ[O 0], b, =-1
Waa =[0 0], byq=-1
Y=[0 0 0 0], E=[0 1 1 1],

Dy =[2 2], D,=3 = Wy, =[2 2], by, =2.
Woa=[2 2], byg=2
Y=[1 1 1 1,E=[-1 0 0 0]
Dy=[0 0], Dy=—1 = W, =[2 2], by, =1.
Waa=[2 2], byq=1
Y=[1 11 1,E=[-1 0 0 o],
Dy =[0 0], Dy=-1 = W,,=[2 2] by =0.
Woa=[2 2], byg=0
Y=[1 1 1 1,E=[-1 0 0 0],
Dy =[0 0, Dy=-1 = W,y =[2 2], by =-1.

Waa=[2 2], byg=-1
Y=[0 1 1 1,E=[0 0 0 0] = STOP

Conditia y1 este satisfacuta. Algoritmul se incheie furnizdnd valorile parametrilor

retelei rezultate din antrenare, W, = [2 2] si b=-1. Ecuatia dreptei de separatie este

d(x)=2x +2x, —1=0, fiind chiar cea reprezentata grafic in figura 3.1.3(b).

3.3. Utilizarea retelelor cu mai multe straturi

Este demonstrat faptul ca retelele cu mai multe straturi permit realizarea clasificarii in

conditiile cand clasele nu constituie regiuni separabile liniar din R”. In aceste situatii,
complexitatea retelei (ca si numdr de straturi) este dependenta de proprietatile multimilor din

R" utilizate pentru clasificare (de exemplu, satisfacerea conditiei de convexitate). Procedeele

de antrenare constituie generalizari ale algoritmului discutat in cazul retelelor cu un singur

strat.
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3.4. Facilitati software oferite de Neural Network Toolbox

In pachetul Neural Network Toolbox existi functia newp creazi o retea perceptron cu un
singur strat. Dupd ce a fost creatd, o retea poate fi antrenatd utilizdnd functia train care
implementeaza algoritmul de antrenare a unei retele perceptron conform parametrilor de
antrenare alesi dupa creare. Pentru folosirea algoritmului de antrenare pe lot se alege rutina
trainb’ drept functie de antrenare a retelei (net.trainFcn = 'trainb’). Valoarea implicita este
net.trainFcn = 'trainc'.

Pentru simularea comportdrii unei retelei neurale create anterior se poate utiliza
functia sim.

Pentru reprezentarea grafica a vectorilor de intrare bi- si tridimensionali se poate apela
functia plotpv. In scopul atasirii pe acest grafic a hiperplanelor de separare dintre clase se
poate apela functia plotpc (dupa un apel prealabil al functiei plotpv). Modul de apel al functiilor
descrise mai sus poate fi studiat in urma consultarii help-ului aferent.

Pentru aprofundarea notiunilor prezentate in acest capitol se recomanda studierea
problemelor cu solutii analitice 7.3 — 7.5 si a problemelor cu solutii numerice 8.5 — 8.7.



Capitolul 4

APLICATII ALE RETELELOR FEEDFORWARD
CU FUNCTII DE ACTIVARE LINIARE
iIN PROBLEME DE APROXIMARE

Retelele neuronale feed-forward cu un singur strat cu functii de activare liniare pot fi utilizate
pentru a realiza aproximarea liniard a unor functii definite cu ajutorul unei multimi de vectori
prototip si respectiv a unei multimi de vectori tintd. Arhitectura retelei (adicd numarul de
neuroni, precum si numarul de intrari) este impusa de dimensiunea vectorilor tintd si respectiv
dimensiunea vectorilor prototip.

Utilizarea in problemele de aproximare liniard a retelelor neuronale feed-forward cu
functii de activare liniare se bazeazd pe antrenarea retelelor prin algoritmul Widrow-Hoff.
Aceste retele mai poartd denumirea de ADALINE (ADAptive LINear Element), denumire
propusda de Widrow si Hoff pentru ca algoritmul de antrenare are efectul adaptarii (ADA)
valorii parametrilor retelei cu functii liniare (LIN) in scopul aproximarii.

4.1. Transferul liniar intrare-iesire si proprietatea de aproximare

Pentru o retea feedforward cu un singur strat cu » intrari, p neuroni cu functii de activare
liniare, transferul intrare-iesire este descris prin dependenta liniara:

y=f(x)=Wx+b, WeR’ beR?, 4.1.1)
unde x € R” noteaza vectorul de intrare iar y € R? noteaza vectorul de iesire. Acest transfer

este parametrizat de ponderile W e R”" si deplasirile b e R” .
Se considerd o multime de N vectori prototip:

X1, X, ooy Xy ERn, (412)

si o multime de N vectori tinta:
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2525 Iy ERP, (4.1.3)
care corespund vectorilor prototip 1n sensul ca exista o aplicatie:
¢:R" > R”, (4.1.4)
care asigura:
o(x;)=zg,i=L..,N. (4.1.5)

Aplicand functia (4.1.1) pentru cei N vectori prototip X;, putem scrie:

X1
n=Wx +b=[W b| | =0x,,

(4.1.6)
XN
unde s-au folosit notatiile:
@=[W b]eRP"™D, (4.1.7)
X;
gi{ll}eﬂ@”“, i=1..,N. (4.1.8)
Partajand pe linii matricea parametrilor ® € R? D) sub forma:
6/
@=| | 6, eR™ k=1,...p, (4.1.9)
T
0,
se constata ca relatia ce corespunde unui indice oarecare i in (4.1.6) poate fi rescrisa astfel:
0/ x; EiTal
yvi=| ¢ |=| ¢ |=Av, i=L.,N. (4.1.10)
T T
0 X, x; 0,
In relatia (4.1.10) matricea A; este definita prin:
- -
X; Onnsty - Oinne
T
Al. _ le(.n-f-l) El . 01><(.n+1) c Rpxp(n+l)’ i=1.,N, (4111)
T
| Oinsy Oveniny -+ X%
iar v e R?"D este vectorul tuturor parametrilor retelei:
6,
y=| |eRPUD, (4.1.12)
0
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Intr-o scriere globali, cele N relatii (4.1.10) (toate continind acelasi vector al

parametrilor retelei, veR” (”H)) conduc la relatia vectoriala (compusd din pN egalitati
scalare):

=l i |v. (4.1.13)
Yy Ay
Se observa imediat cd (4.1.13) descrie comportarea retelei (pentru valori arbitrare ale
parametrilor retelei) in cazul cand la intrare se prezintd vectorii prototip x; e R”, i=1,...,N .
Dacd in (4.1.13), vectorii y; e R?, i=1,...,N, se inlocuiesc cu vectorii tintd z; € R?,
i=1,...,N,sidaca se schimba membrul staing cu cel drept, se obtine relatia:
% Ul
Colv=| . (4.1.14)
Ay N
Aceasta relatie poate fi privitd ca un sistem algebric liniar de pN ecuatii cu p(n+1)

necunoscute (necunoscutele fiind parametrii retelei, grupati in vectorul veR? ) n
sistemul respectiv, matricea coeficientilor se construieste din elementele vectorilor prototip

x;eR", i=1...,N (conform celor N egalitati (4.1.11)), iar vectorul termenilor liberi se

construieste din elementele vectorilor tintd z; € R?,i=1,...,N.

Dupa cum este prezentat in sectiunea A.1.2 din Appendix, sistemul (4.1.14) poseda
intotdeauna o solutie in sensul celor mai mici pdatrate (unica sau nu), care se va nota prin
v e RPUHD

Pentru un set dat de vectori prototip, x; e R", i=1,...,N, relatia (4.1.10) poate fi
privitd ca exprimand dependenta iesirii retelei neurale de parametrii acesteia, y; = y;(v),
i=1,..., N . Utilizand vectorii de eroare:

e(v)=z,—y;(v) eR’, i=1..,N, (4.1.15)
se calculeaza eroarea patratica globala (Sum Squared Error — SSE):
N
Jsse ) =D [e;(W)] e;(v), (4.1.16)

i=1
si eroarea patratica medie (Mean Squared Error — MSE):

N
Tuse ) =1 DL, 0) e v). (4.1.16")
i=1

Valoarea parametrilor retelei definiti prin cele p(n+1) elemente ale vectorului v* € R” (n+1)
asigurd minimizarea MSE (echivalentd cu minimizarea SSE) pe intreg spatiul RP""*D
0<JOW)<J(v), VyeRPUD, (4.1.17)

(unde J noteaza una intre functiile Jggz i J,qz ) fiind notat: v* = argmin J(v).
veRP(1D
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Vectorului v* e RP"D i corespund matricele W* e RP*" si b* € R? continand
valorile parametrilor retelei (vezi relatiile (4.1.7), (4.1.9) si (4.1.12)). Astfel, pentru aceste

valori W" si b", reteaua va furniza prin functia f din (4.1.1) o aproximare liniari, in sensul
celor mai mici patrate, a functiei ¢ (4.1.5) (care defineste corespondenta dintre vectorii

prototip si tintd).
Observatie:

1

- T T
Cu notatiile unde A4 = [AIT A;v} si 71 = [zT za} , sistemul de ecuatii algebrice (4.1.14)

poate fi adus la forma Av = 7. Rezolvarea acestui sistem comportd urmatoarea discutie, care
decurge din Teorema Kronecker-Capelli:

1° Daca:
4, Ay |z
rang| : |=rang| : . |<min(pN, p(n+1)), (4.1.18)
Ay Ay |2y
(n+1)

atunci sistemul (4.1.14) poseda o infinitate de solutii exacte v* € R? , pentru care vectorii
eroare e;, i =1,..., N, definiti prin (4.1.15) se anuleaza si implicit, rezultd:

J*)=0. (4.1.19)
2° Daca:
A, Ay |z
rang| : |=rang| : . |=min(pN, p(n+1)), (4.1.20)
Ay Ay |2y

atunci sistemul (4.1.14) poseda o singurd solutie exactd v =A7'z, pentru care vectorii
eroare e;, i=1,...,N, definiti prin (4.1.15) se anuleaza si, implicit, rezultd satisfacerea
egalitatii (4.1.19).
3° Daca:
A, A, ! 21
rang| : |<rang | , (4.1.21)
|

Ay Ay |2y
atunci sistemul (14) posedd numai pseudo-solutii v*, sau solutii in sensul celor mai mici
patrate conform (17), pentru care avem inegalitatea stricta:

J(*)>0. (4.1.22)
Se disting urmatoarele doua subcazuri:
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a) Daca
A,
rang| : |<min(pN,p(n+1)), (4.1.23)
Ay
atunci exista o infinitate de pseudo-solutii satisfacand (4.1.17). Dintre acestea, solutia
v =(A74) ATz, (4.1.24)
este are norma minima.
b) Daca
A4
rang| : |=min(pN,p(n+l)), (4.1.25)
Ay

atunci existi o singurd pseudo-solutie v* satisficand (4.1.17), si anume cea dati de (4.1.24).
Aceastd discutie formulata cu privire la vectorul v* € RP"D | se transpune direct in
termenii parametrilor retelei W* e RP*" (ponderi) si b* € R? (deplasiri), parametri care

constituie elementele vectorului v* e R?"* =

4.2. Utilizarea retelelor cu un singur strat

4.2.1. Obiectivul antrenarii retelei

Pornind de la multimea vectorilor prototip (4.1.2) si multimea vectorilor tinta (4.1.3), prin
antrenarea retelei trebuie si se determine parametrii acesteia W* e R”" si b* e R? care si
asigure minimizarea erorii patratice globale, adicad satisfacerea inegalitatii (16). Functia f

definita prin (4.1.1) pentru W =W~ si b=b" realizeazi o aproximare liniard in sensul celor
mai mici patrate a functiei ¢ definitd conform (4.1.5).

4.2.2. Algoritmul de antrenare Widrow-Hoff

In baza celor discutate in paragraful 4.1, parametrii retelei W* e R”" si b" e R? pot fi
determinati prin rezolvarea sistemului algebric (4.1.14) cu pN ecuatii i p(n+1) necunoscute.
Totusi, din punct de vedere numeric, acest procedeu nu este recomandabil Intrucét acuratetea
solutiei depinde de conditionarea numerica a sistemului (4.1.14). Din acest motiv, se prefera
pentru antrenare, algoritmul iterativ Widrow-Hoff (denumit si regula delta), care se bazeaza
pe minimizarea erorii patratice globale prin metoda gradientului.

Considerand vectorii eroare e;, i=1,...,N, definiti prin (4.1.15), ca functii de

parametri retelei (care sunt continuti in vectorul v e R” (”H)) se formeaza functia obiectiv
MSE J(v) datd de (4.1.16”).
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Minimizarea prin metoda gradientului a lui J(v) (care inseamna satisfacerea conditiei

(4.1.17)) constd in modificarea vectorului v € R? D) 1a fiecare iteratie, iIn conformitate cu
formula:

Vnew =Vold =11 VS (Voia) » 4.2.1)
unde 7>0 noteazd pasul metodei de optimizare, iar VJ =[]/ 8v]T noteazd vectorul
gradient, normal la suprafata J(v) definita prin (4.1.16").

Se observa cd J(v) este o forma patratica definita pe spatiul parametrilor, RP""*D .
N | N

J(v)= %Z[e,- O e,0) =[5 = ][5~ Ap] -

i=1 i=1

Y | (4.2.2)
=—Z[z,-Tz,- —2zl-TAl-v+vTAl-TAiv] =c+dv+=v' Ry,
NS 2
1 & 7 2 -7~ 1 1 18 7 2 -7 1
unde: R:2_ZAI. AI.ZWA A cRP(+ )><p(n+)’ d:_ZNZAi zi:_ﬁA ZERp(n+),
i=1 i=1

1Y 1 7. : : .
c= ﬁZziTzi = ﬁsz eR,astfel ca VJ(v)=d + Rv si D2J(v) = R (matricea Hessian).
i=1
Printr-o exprimare adecvatd a vectorului gradient VJ(v), relatia (4.2.1) poate fi

formulata direct in termenii parametrilor retelei W € R”*" (ponderi) si b e R” (deplasiri),
furniznd, astfel, mecanismul de efectuare a unei iteratii pentru algoritmul de antrenare

Widrow-Hoff.

Pentru algoritmul de antrenare se stabilesc de catre utilizator un numdar maxim de
iteratii sau epoci, precum si o valoare & care se doreste a fi atinsd Tn minimizarea functiei
obiectiv (4.1.16°) (adica un prag pentru eroarea patratica globala). Atragem atentia asupra
faptului ca functia obiectiv J(v) definitd prin (4.1.16’) satisface conditia (4.1.19), daca si
numai daca sistemul de ecuatii algebrice liniare (4.1.14) poseda o solutie exactd (sau solutii
exacte). In cazul cand relatia (4.1.19) nu este satisficuti, atingerea unui prag oarecare de
eroare & impus de utilizator nu este intotdeauna posibila (intrucat ne situdm in situatia
caracterizatd prin (4.1.22)). Facem observatia ca utilizand functia de tip MSE, valoarea de
prag poate fi aleasa independent de numarul de esantioane cu care se lucreaza.

De asemenea, se fixeaza o valoare pentru pasul metodei de optimizare (77), care, in
contextul problemei de antrenare, este referitd sub denumirea de rata de invatare (eng.
learning rate).

Se organizeaza vectorii prototip X; € R"”, i=1,...,N,si cei tintd ;€ R?,i=1,....,N,
sub forma matricelor:
X =[x;...xy]eR"", (4.2.3)
respectiv:
Z=[z..7y]eR"V, (4.2.4)



Capitolul 4. Aplicatii ale retelelor feedforward cu functii de activare liniare 33

La fiecare iteratie a algoritmului Widrow-Hoff se parcurg etapele descrise mai jos.

Valorile parametrilor retelei la inceputul unei iteratii sunt notate prin W, € R?

(pentru ponderi) si b,y € R” (pentru deplasari).

Etapa I (Etapa de prezentare)

Pentru valorile curente ale parametrilor retelei (W3 € R”", b,y € R?) se calculeaz iesirile

o

retelei:
Vi=f(x))=Wyyx; +b,y, y;eR’, i=1...,N, (4.2.5)
care se organizeaza sub forma matricei:
Y =[p...px1=WyyX +byg e RPN, (4.2.6)

Etapa II (Etapa de verificare)

Se calculeaza vectorii eroare e; =e;(W4,b,4), i =1,..., N, definiti prin (4.1.15) ca diferenta
intre vectorii tintd z; eR?, i=1,...,N, si vectorii iesire la iteratia curentd Yi=Y eR?,
i=1,...,N.

Algoritmul se opreste dacd este Indeplinitd una din urmatoarele conditii:
(y1) eroarea patratica globala este inferioara valorii de prag (eng. threshold) ¢ stabilite la

startarea algoritmului, adica:
1 N
J(Wold’bold)zﬁzeiTei <é&,; (4.2.7)
i=1

sau:
( 7 2) a fost atins numarul maxim de iteratii stabilit la startarea algoritmului.

La oprire, algoritmul va furniza valorile parametrilor retelei rezultate din antrenare,
care vor fi notati prin W, € R”"" (ponderi) si b, € R” (deplasari).
Daca nici una din conditiile ( ¥ 1) sau ( ¥ 2) nu este indeplinita, se continud cu etapa

urmatoare a iteratiei curente.

Etapa I1I (Etapa de actualizare a parametrilor)
Se construieste matricea erorilor:
E=[e,...e]1=Z-Y eRPV (4.2.8)
cu ajutorul careia se calculeazd matricele de actualizare a parametrilor:
e pentru ponderi:

Dy =E-X" eRP", (4.2.9-a)
e pentru deplasari:
D,=E- [1..1]" eR?, (4.2.9-b)

N elemente
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Se calculeaza noile valori ale parametrilor:
e pentru ponderi:
Woew =Weoa + 1Dy, (4.2.10-a)
e pentru deplasari:
b..., =b,q +1Dy. (4.2.10-b)
Cu aceste calcule se incheie iteratia curenta si se trece la o noud iteratie efectuand

atribuirile: W, = W4 boew = bold -

Observatii:
1° Initializarea parametrilor retelei (adica W4 st b,y la prima iteratie a algoritmului)

se face cu valori arbitrare. Pentru simplitate, initializarea se poate face cu valori nule.

2° Este demonstrat faptul cd algoritmul Widrow-Hoff converge, dupa caz, catre
solutia unica sau catre una din solutiile sistemului algebric de ecuatii liniare (in acceptiunea
discutiei din paragraful 4.1). Convergenta se realizeazd in conditiile specifice metodei
gradientului (ca tehnica de optimizare), aplicatd formei patratice (4.2.2), fiind garantata
pentru valori ale ratei de Tnvatare mai mici decat valoarea critica:

2
n,=——, (4.2.11)
‘ ﬁ“max (R)
unde A, (R) noteaza valoarea proprie maximd a matricei simetrice pozitiv definite R.

Astfel, se pot formula urmatoarele observatii:
* pentru 7 inadecvat mic, deplasarea catre optim, in spatiul parametrilor, este foarte

lenta,
* pentru 77 inadecvat mare, deplasarea catre optim, In spatiul parametrilor, se realizeaza
cu oscilatii (eventual cu pierderea stabilitatii algoritmului).
3° In cazul cand algoritmul se incheie prin satisfacerea conditiei y 1), acuratetea
parametrilor furnizati W, e R”" si b, e R” depinde de valoarea de prag ¢ stabilitd pentru

eroarea patraticd globala. Uzual, conditia (1) devine operanta atunci cand poare fi
satisfacuta relatia (4.1.18), adica atunci cand valoarea minima a lui J(v) este 0.
4° Algoritmul Widrow-Hoff, privit ca metoda de cautare a minimului functiei J(v)

(4.1.16°), nu se confrunta cu problema esuarii in minime locale, deoarece J(v) este o forma

patratica definitd pe spatiul parametrilor R” D) care poseda numai un punct de minim global

egal cu 0, sau o infinitate de astfel de puncte (in acceptiunea discutiei din paragraful 4.1). =

4.3. Facilitati software oferite de Neural Network Toolbox

Functia newlind permite determinarea parametrilor unei retele ADALINE prin rezolvarea
sistemului (4.1.14) in sensul celor mai mici patrate. Forma de apel este
net = newlind(P, T)
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unde P este matricea R x Q a vectorilor prototip, iar T este matricea S x Q a vectorilor tinta
(cu notatiile din paragraful 4.2.2, P reprezintd matricea X eR™N jar T este matricea

Z e RPN, Functia newlind returneaza reteaua ADALINE cu un singur strat cu S neuroni.
Parametrii retelei sunt calculati pe baza relatiei (4.1.24).

Functia newlin poate fi folosita pentru crearea unei retele ADALINE cu un singur
strat. Forma de apel este

net = newlin(PR, S, ID, LR)
unde PR este matricea R x 2 corespunzdtoare valorilor minime si maxime ale celor R
componente ale vectorilor prototip, S reprezintd numarul de neuroni al retelei create, ID este
vectorul corespunzator intarzierilor semnalelor de intrare (valoare implicitd nuld) si LR
reprezintd rata de invdtare ce va fi utilizatd in antrenarea retelei prin aplicarea algoritmului
Widrow-Hoff (avand valoarea implicitd 0.01). Functia newlin returneaza reteaua ADALINE
cu un singur strat cu S neuroni avand toti parametrii nuli.

Dupa ce a fost creatd, o retea poate fi antrenatd utilizand functia train care
implementeaza algoritmul de antrenare a unei retele perceptron conform parametrilor de
antrenare alesi la crearea retelei. Implicit, pentru actualizarea la fiecare iteratie a parametrilor
retelei este apelatd functia learnwh care implementeaza relatiile (4.2.9)-(4.2.10) din algoritmul
Widrow-Hoff. Criteriul de performanta utilizat este MSE. Numarul maxim de epoci de
antrenare a retelei si valoarea de prag pentru MSE sunt reprezentate de net.trainParam.epochs
si, respectiv, net.trainParam.goal.

Functia maxlinlr, avand forma de apel

Ir = maxlinir(P)
poate fi folositd pentru determinarea ratei de invdtare maxime care asigura stabilitatea
algoritmului de antrenare Widrow-Hoff. Aceastd functie primeste ca argument matricea P a
vectorilor prototip (respectiv, cu notatiile din paragraful 4.2.2, matricea X € ) si
implementeaza in MATLAB relatia (4.1.36) sub forma 77, =1/ A, (XX T in cazul in care se

doreste antrenarea unei retele ADALINE cu deplasare nuld pentru toti neuronii, sau sub forma

Ran

No =1/ (X,X3), cu X ) = [IX } (unde 1;,,; noteaza vectorul linie cu N elemente egale
IxN
cu 1) daca se doreste antrenarea unei retele ADALINE cu deplasare nenula.
Pentru simularea retelei antrenate se poate utiliza functia sim.

In cazul unui neuron cu o singurd intrare si functie de activare liniard, pentru
reprezentarea graficd tridimensionald a suprafetei erorii patratice globale (ca functie de
pondere si deplasarea neuronului) se pot utiliza functiile errsurf si plotes (apelate In aceasta
ordine).

Pentru aprofundarea notiunilor prezentate in acest capitol se recomanda studierea
problemelor cu solutii analitice 7.6 — 7.8 si a problemelor cu solutii numerice 8.8 — 8.11.



Capitolul 5

APLICATII ALE RETELELOR FEEDFORWARD
MULTISTRAT iN PROBLEME
DE APROXIMARE SI CLASIFICARE

Retelele neuronale feed-forward multistrat cu noduri de intrare sigmoidale si noduri de iesire
liniare pot fi utilizate pentru a realiza aproximarea unor functii neliniare, definite cu ajutorul
unei multimi de vectori prototip si respectiv a unei multimi de vectori tintd. Numadarul de
intrari si iesiri ai retelei sunt impuse de dimensiunea vectorilor tinta si respectiv - dimensiunea
vectorilor prototip. Numarul de neuroni din stratul de intrare (si din stratul ascuns - in cazul
retelelor cu trei straturi) este stabilit de utilizator. Aceste arhitecturi neuronale sunt denumite
si retele MLP (eng. MultiLayer Perceptron). Pentru studierea transferului intrare-iesire pentru
acest tip de retele se recomanda utilizarea functiilor disponibile in pachetul Neural Network
Toolbox. Un accent deosebit se va pune pe vizualizarea graficd a progresului antrenarii si
anume pe vizualizare grafica tridimensionald a suprafetei de eroare si a cautdrii minimului in
cazul unui neuron cu o singurd intrare si functie de activare sigmoidala, respectiv pe
vizualizare graficd bidimensionala a evolutiei procesului de aproximare in cazul unei retele cu
doua straturi.

5.1. Proprietatea de aproximare a retelelor feed-forward
cu doua straturi

O retea cu doua straturi cu noduri sigmoidale in stratul de intrare si liniare in stratul de iesire
realizeaza transferul intrare-iesire prin functia:

fiR" >RP, (5.1.1-a)
y=f(x)=c> (W' W'x+b")+b), (5.1.1-b)
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unde notatiile au urmétoarea semnificatie, in conformitate cu arhitectura reprezentata grafic in
figura 5.1.1:

x e R" — vectorul de intrare;

y € R? —vectorul de iesire;

W' eR™" _ matricea ponderilor stratului de intrare;
b' € R™ — vectorul deplasarilor stratului de intrare;
W? e RP™ _ matricea ponderilor stratului de iesire;

b? € R” — vectorul deplasarilor stratului de iesire;
T
o :R™ 5> R", cl(ul):[al(ull) O'I(u}n)} — functia vectoriald de activare a

1 1

not T
stratului de intrare, unde u' = W'x+b' = [ul um] si o' are expresia analiticd:

al(u) = 1/ (1+¢€") in cazul sigmoidului unipolar si, respectiv,

olw)=("-e™) / (e"+e™") in cazul sigmoidului bipolar;
o2 :R” 5>R?, oc*w?)=u® (echivalent cu o°(u’)= [02 W})...o” (uf,)T si
o’ (u)y=u) — functia de activare (liniard) a stratului de iesire, unde
w? =w?3x?+b° nit[ull ...u}v]T eR”, x*=y' =c'()).

Transferul intrare-iesire realizat este parametrizat de ponderile W!'eR™",
W? e RP™ i deplasirile b' e R™, b* e R? retelei.

Fie functia:
¢:R" > R?, (5.1.2)

netedd pe o multime compacta S < R”.

Este demonstrat faptul ca, daca reteaua neuronald poseda un numdar adecvat de noduri
m 1n stratul de intrare, atunci parametrii retelei pot fi determinati de asa maniera Incat f
definita prin (1) sa aproximeze pe S functia ¢ din (2) cu o precizie impusa (in sensul de
,oricat de buna”). Intr-o formulare matematica riguroasi, acest rezultat remarcabil poate fi
scris sub forma:

Ve>0, dmeNsi W eR™" bl eR", W? cR”",b* e R? ali.

13
If(x)-o(x)|<e, VxeS. (5.1.3)

Observatie:
Proprietatea de aproximare prezentatd mai sus nu furnizeaza informatii concrete privind
alegerea numarului de noduri meN si determinarea parametrilor retelei W'eR™",

b' e R™, W2 e RP*™, b e R, ci garanteazd numai existenta acestor valori. ]
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Din punct de vedere practic, exploatarea rezultatului discutat anterior are loc in
urmatorul context. Functia ¢ din (5.1.2) este cunoscutd intr-un numdr finit N de puncte

x; € S < R", pentru care avem:

o(x)=2,1=1..,N. (5.1.4)
La intrarea retelei se prezinta vectorii prototip:
X[, Xy,...,Xy €R", (5.1.5)
pentru care se considera vectorii tinta:
2,2, 2y €ER? (5.1.6)
definiti conform (5.1.4). Notand prin y;, i =1,..., N, vectorii de iesire ai MLP, adica:
yi=f(x)eR?, i=1..,N, (5.1.7)
se definesc vectorii eroare prin:
e, =z,—y;eR?, i=1,.,N. (5.1.8)

Considerand un numar de neuroni m in stratul de intrare al retelei, vectorii de iesire si,
implicit, vectorii de eroare, depind de parametrii retelei Wl eR™" b eR™, W2 eRP™,

b> € R?. Se defineste functia obiectiv MSE (eroarea patratica medie):
N
JMSE(Wl,bl,WZ,bz):%ZeiTei. (5.1.9)
i=1

Pentru orice numar de neuroni m in stratul de intrare al retelei, existd valori ale
parametrilor retelei notate prin W'* e R™", p'* e R™, W?* e RP”™, b** e R”, care asigurd
minimizarea erorii patratice medii:

Tuse (W67 W B ) < Ty (WL W87, (5.1.10)

Observatie:
Parametrii W!* e R™", b'*eR", W?* cR”™, b**cR” din (5.1.9) nu asigurd si
satisfacerea conditiei (5.1.3) pe intreg compactul S < R”. In schimb, inegalitatea (5.1.9)

posedd o semnificatie numericd concretd, furnizand astfel un obiectiv consistent pentru
antrenarea retelei neuronale. [

5.2. Utilizarea retelelor feedforward cu doua straturi

Utilizarea retelelor neuronale feed-forward multistrat in problemele de aproximare neliniare
se bazeazd pe antrenarea retelelor prin algoritmul de propagare inversd. Denumirea
algoritmului provine din faptul cd pentru antrenare informatiile sunt procesate in sens invers,
de la iesirea retelei, catre intrare.
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5.2.1. Obiectivul antrenarii retelei

Pornind de la multimea vectorilor prototip (5.1.5) si multimea vectorilor tinta (5.1.6), prin
antrenarea unei retele cu m noduri in stratul de intrare trebuie sda se determine parametrii
acesteia W'* e R™", p!* e R™, W2* e RP™, b** e RP care si asigure minimizarea erorii
patratice globale, adica satisfacerea inegalitatii (5.1.10). Cu aceste valori ale parametrilor,
functia f definitd prin (5.1.1) realizeazd o aproximare (neliniard) in sensul celor mai mici
patrate a functiei ¢, cunoscutd prin intermediul esantioanelor (5.1.4). Valoarea minima

obtinutd in (5.1.9) depinde (in general) de numarul de noduri m din stratul de intrare al retelei
si deci m va influenta calitatea aproximarii realizate de retea pentru functia ¢ .

5.2.2. Algoritmul de antrenare prin propagare inversd

Algoritmul de antrenare prin propagare inversa (eng. backpropagation) se bazeaza pe
minimizarea erorii patratice medii (MSE) prin metoda gradientului.

Sa notam prin v e R7(*Dpimth)

vectorul parametrilor retelei construit cu elementele
. 1 mxn 2 pxm _: : 1 m 2 P
matricelor W e R™", W-eRR si ale vectorilor b e R™, b° e R”, elemente ce sunt
dispuse in vectorul v conform unei reguli prestabilite (de exemplu, intai liniile matricei
[Wl bl] , urmand apoi liniile matricei [Wz sz).
Considerand vectorii eroare e; definiti prin (5.1.8), ca functii de parametrii retelei

(adica de elementele vectorului v) se defineste functia obiectiv (5.1.9):
|
J(v) = NZel-T(v) e;(v). (5.2.1)
i=1

Minimizarea prin metoda gradientului a functiei J(v) (care inseamna satisfacerea

conditiei (5.1.10)) constd in modificarea vectorului parametrilor v € R0+ 14 fecare
iteratie, in conformitate cu formula:

v =Vold —7 vJ(vold) > (5.2.2)

new

noteaza vectorul
Yold

gradient (normal la suprafetele de nivel constant ale lui J (5.2.1), care trec prin v 4 ).

unde 77 >0 noteaza pasul metodei de optimizare, iar VJ(vyq) =[]/ 8v]T

Printr-o exprimare adecvata a vectorului gradient, relatia (5.2.2) poate fi formulata
direct in termenii parametrilor retelei W' eR™" b eR™, W?eRP", b*>ecR?,
furnizand astfel mecanismul de efectuare a unei iteratii pentru algoritmul de antrenare prin
propagare inversa. Termenul de “propagare inversa” se refera la maniera de calcul a valorilor
curente ale vectorului gradient care se bazeaza pe o strategie de propagare a erorilor, definite

prin (5.1.8), de la stratul de iesire, Tnapoi catre stratul de intrare.

Pentru algoritmul de antrenare se stabilesc, de catre utilizator, un numar maxim de
iteratii sau epoci si o valoare ¢ care se doreste a fi atinsa Tn minimizarea functiei obiectiv
(5.2.1) (adica un prag pentru eroarea patratica globala). Atingerea unui prag oarecare de
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eroare & impus de utilizator nu este intotdeauna posibild, deoarece valoarea minima a lui
J(v) definita prin (5.2.1) poate fi strict pozitiva.

De asemenea, se fixeaza (de catre utilizator) o valoare pentru pasul metodei de
optimizare 77 >0, care, In contextul problemei de optimizare, este referitd sub denumirea de

ratd de invatare (eng. learning rate).

Se organizeaza vectorii prototip Xx; € R", i=1,...,N,si cei tintd 7 € R?,i=1,...,N,
sub forma matricelor:
X =[x;...xy]eR"Y, (5.2.3)
respectiv:
Z=[z...7y]eRPY. (5.2.4)

La fiecare iteratie a algoritmului de propagare inversa se parcurg etapele descrise mai
jos. Valorile parametrilor retelei la inceperea unei iteratii sunt notate prin w! g ER™,
w2

21 € RP™ (pentru ponderi) si, respectiv, b,

4 €R™, b2y € R” (pentru deplasiri).

Etapa I (Etapa de prezentare)

Se prezintd vectorii prototip x;, i=1,...,N, la intrarea retelei neurale, adicd pentru valorile

curente ale parametrilor retelei (W,,, Wold’ béld, bgld) se calculeaza, conform (5.1.1-b),

iesirile retelei, obtinand:

= £(x) = 0" (W5ig0 Woigx; +byg) +ba)» i =1, N, (5.2.5)
care se organizeazé sub forma matricei:
Y=[y..yy]eR”Y, (5.2.6)

Etapa II (Etapa de verificare)

Se calculeaza vectorii erorilor e; , i=1,...,N, definiti prin (5.1.8) ca diferenta dintre vectorii
tintd z; € R” si vectorii iesirii la iteratia curentd y; € R”, construind matricea
E=[e,...e]=Z-Y eRPV. (5.2.7)

Algoritmul se opreste daca este indeplinita una din urmatoarele doua conditii:
(x1) eroarea patratica medie este inferioard pragului ¢ stabilit la startarea algoritmului,

adica:
J(Woldandabold: old) Ze € <¢&; (5.2.8)

sau:
(7 2) a fost atins numarul maxim de iteratii stabilit la startarea algoritmului.
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La oprire, algoritmul va furniza valorile parametrilor retelei rezultate din antrenare,

care vor fi notate prin W; e R"™", sz- e R”™ (pentru ponderi) si, respectiv, b} eR",
b}% e R? (pentru deplasari).

Daca nici una din conditiile ( 1) sau ( ¥ 2) nu este Indeplinitd, se continud cu etapa
urmatoare a iteratiei curente.
Etapa I1I (Etapa de calcul a vectorilor delta prin propagare inversa)
Pentru valorile curente ale parametrilor retelei W, e R™", Wi, eRP™, bl eR™,

bgld e R”, pentru fiecare vector prototip x;, i=1,...,N, se calculeaza matricele Jacobian ale
functiilor de activare (vectoriale) ale celor doua straturi, notate prin:
Q' cR™", Q? eRP*P i=1,...,N.

e pentru stratul de intrare:

0! = diag {q} (D, q! (m)} , (5.2.9-a)

unde:
k) = (M)l (k) = 1 . k=1...m; 5.2.9-b
q; (k)= (o )(u; (k)) I O ) m ( )

e pentru stratul de iegire:

07 = diag{q; (1),-..g7 (m)} , (52.10-a)

unde:
2(k) = (o) (u? (k) = ! =1, k=1..,m. 5.2.10-b
q; (k)= (0" )(u; (k)) RIEIVNCIES m ( )

In relatiile (5.2.9-b) si (5.2.10-b) care definesc elementele matricelor Jacobian,
notatiile (Inv 0'1) si (Inv 0'2) au semnificatia de inverse ale functiilor de activare o! si
respectiv o? corespunzatoare celor doud straturi. Deoarece functiile de activare ale celui de

al doilea strat sunt liniare, Qiz este matricea unitate, i =1,...,N .
Cu ajutorul matricelor Jacobian @' e R™™, Q? eRP*? si a vectorilor erorilor

e < R?, i=1,...,N, i=1,...,N, se definesc vectorii delta (prin procesarea informatiei de la

lesire, catre intrare, procesare numita propagare inversa):
e pentru stratul de iesire:

0’ =0% =e cR”, i=1,..,N; (5.2.11)
e pentru stratul de intrare:
5l = 1( 2\T §2 moo._
=0 (w?) 6,~)ER . i=1..,N. (5.2.12)
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Astfel, suntem in masura sa construim matricele delta ale celor doua straturi:
e pentru stratul de iesire

A* =[67...631eRPV (5.2.13)
e pentru stratul de intrare
Al =[d]...0N e R™N (5.2.14)

O reprezentare sub forma de schema bloc a modului de calcul al vectorilor delta prin
propagare inversd intr-o retea cu doua straturi este datd in figura 5.2.1.

Etapa IV (Etapa de actualizare a parametrilor)

Cu ajutorul matricelor delta se pot calcula matricele de actualizare a parametrilor aplicand
regula delta pe fiecare strat:
e pentru stratul de iesire

— ponderi
D, =A*(X*)" eRP™, (5.2.15-a)
— deplasari
D, =A% [1...1]" eR?; (5.2.15-b)
\__\K__J
N elemente
e pentru stratul de intrare
— ponderi
D, =A'X" eR™", (5.2.16-a)
— deplasari
D, =A'[1...1]" eR™. (5.2.16-b)
| —
N elemente

in relatia (5.2.15-a), matricea X 2 e R"™N colecteazi vectorii x,-2 = y} eR”,i=1,...,N, care
se prezinta la intrarea celui de-al doilea strat, adica:
X2 =[xf ... x}]eR™N, (5.2.17)

Pe baza matricelor de actualizare se determind noile valori ale parametrilor retelei:
e pentru stratul de iesire

— ponderi
Ww =Woia 1Dy . (5.2.18-a)
— deplasari
bew =baia +1D: ; (5.2.18-b)
e pentru stratul de intrare
— ponderi
Wew =Woia +1Dy1 (5.2.19-a)
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— deplasari
Bl

new

=byq+1D, . (5.2.19-b)

Cu aceste calcule, iteratia curentd se incheie si se trece la o noud iteratie, efectuand
atribuirile:

2

W,

new

1 1 1 1
Wnew - Wold’ bnew - bold'

2 2 2
> Wod> bhew = boias

new

(5.2.20)

5.2.3. Algoritmul de antrenare prin propagare inversd privit ca problema
standard de optimizare

In acest paragraf vom prezenta o demonstratie pentru egalititile (5.2.15) si (5.2.16), care
furnizeaza matricele de actualizare a parametrilor retelei la fiecare iteratie a algoritmului de
antrenare. In acest scop, vom porni de la forma iteratiei standard a metodei de gradient,
exprimata prin (5.2.2).

Aplicarea iteratiilor de tip (5.2.2) pentru functia obiectiv (5.2.1) permite ajustarea
parametrilor retelei in conformitate cu metoda gradientului care opereazd in spatiul

RPN rectorii acestui spatiu au forma:

T
v=| ., W | (5.2.21)

unde ﬁ),lc ,k=1,...,m,si W?, Jj=1,..., p, noteaza liniile matricelor parametrilor pentru primul

strat:.
W |
W= [Wl bl} =| .. |eR™CD (5.2.22)
W
si respectiv pentru al doilea strat:
W
w3 =[W2 bz] =| - [eRPOD (5.2.23)
) |

Scriind iteratia (5.2.2) pentru fiecare set de parametri ﬁ),lc , k=1,...,m, in parte:

_ _ oJ
Wi new = Wi old — 11— k=L...,m, (5.2.24)

ow;,
si asambland cele m egalitdti vectoriale din (5.2.24) sub forma matriceala, obtinem pentru
stratul de intrare:
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o]
oW

W =Wia-n| - | (5.2.25)
o
o)y

Egalitatea (5.2.25) este insa de aceeasi forma cu (5.2.19), constatare ce aratd ca
actualizarea parametrilor in stratul de intrare se realizeaza in scrierea matriceala de tip
(5.2.19), prin intermediul matricei:

o)
oW,
Dy =D, Dy|=—| -+ |[eR™D, (5.2.26)
o
| o), |

In mod analog se arati ci actualizarea parametrilor in stratul de iesire se realizeaza in
scrierea matriceala de tip (5.2.18), prin intermedi_ul maEricei:
aJ

ow?
Dy =[D,. D, |=—| -+ |[eRPD (5.2.27)
o)
o |

Pe de alta parte, scriind functia obiectiv (5 2.1) sub forma:

J(v)= ZJ J— i=1...,N, (5.2.28)

oJ . &/ ) A . )
vectorii linie — —> k=1,.,m,si —, J= L,..., p, ce intrd in structura matricelor Dy din
W .
J

6wk
(5.2.26) sirespectiv Dy, din (5.2.27) pot fi exprimati drept:
ol o,
oW 1T oW

k=1,..,m, (5.2.29)

si respectiv:
o] I aJ;
~2 ~2°
oW i oW
Cu aceasta observatie, matricele de actualizare a parametrilor pot fi puse sub forma:
e pentru stratul de intrare:

j=1...p. (5.2.30)

N
=YD, (5.2.31)

cu:
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o
oW
Do=—| - |eR™UD i1 N; (5.2.32)
aJ;

| OW,, |

e pentru stratul de iesire:
N .
Dy = Dy, (5.2.33)

cu:

Di,=—| . |eRPUD i1 N (5.2.34)

B e B B S _(51‘ )
oW Oe; QOy; Ou; oW

(,z.z)T “j,j=lop,i=l,.,N, (5235

unde vectorii 512 , i=1..,N, satisfac egalitatea (5.2.11), adica reprezintd vectorii delta ai

stratului de iegire. Astfel putem scrie:
i T
5 ((%)
D, = _o2 (), =1
o = = (x) , i=1...,N. (5.2.36)
T
5 (p)(%)
Inlocuind in (5.2.33) se obtine:

D, = %5,.2 (;c})T =[ot.on] - | (5.2.37)
i=1 T
(%) |

adicd s-au demonstrat egalitatile (5.2.15) din Etapa IV a algoritmului de antrenare.

Aplicdm acum regula derivarii functiilor compuse pentru stratul de intrare $i avem:
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o i |-
0J; _0J; Oe; Qy; Ow; Oy, %z_(y) W20l &7 |=~(ol) | &7 |« k. (5238)

_ . ... i ; ;

0 0

k=1,...,m, i=1,..,N, unde vectorii Jil, i=1..,N, satisfac egalitatea (5.2.12), adica

reprezintd vectorii delta ai stratului de intrare. Astfel putem scrie:

| aox
Dii=| - |=ox,i=1..N. (5.2.39)
5} (m)x]
Inlocuind in (5.2.31), obtinem:
=T
y 1T 1 1 H
Dy =Y 8% =80y |, (5.2.40)
i=1 ~T
XN

adica s-au demonstrat si egalitdtile (5.2.16) din Etapa IV a algoritmului de antrenare.

Observatii:

1° Initializarea parametrilor retelei (adicd W, e R™", W3, eR”™, b eR™,
bgld € R” la prima iteratie a algoritmului) se face cu valori subunitare arbitrare; in acest mod
se asigurd senzitivitate maxima pentru functiile sigmoidale din primul strat al retelei.

2° Convergenta algoritmului de propagare inversa se realizeaza in conditiile specifice
metodei gradientului (ca tehnica de optimizare), fiind puternic dependentd de valoarea ratei de
invatare 7 $i anume:

* pentru 7 inadecvat mic, deplasarea catre optim, in spatiul parametrilor, este foarte

lenta,
= pentru 77 inadecvat mare, deplasarea catre optim, in spatiul parametrilor, se realizeaza

cu oscilatii (eventual cu pierderea stabilitatii algoritmului).
3° In cazul cand algoritmul se incheie prin satisfacerea conditiei (1), acuratetea
parametrilor furnizati Wf1 e R™", Wf e R”™ (ponderi) si b; eR", b} e R? (deplasari)

depinde de valoarea pragului ¢ stabilit pentru eroarea patratica globald. Valoarea finala a lui J
(implicit alegerea valorii de prag &) trebuie corelatd cu magnitudinea valorilor tintd gz;,

i=1,N. De exemplu, dacd z; este de ordinul 10° in unitdtile de masurd, eroarea poate fi

aleasa de ordinul 10* —10%; nu vom utiliza drept criteriu de antrenare un prag de ordinul 1072
pentru J deoarece acesta nu ar putea fi atins practic niciodata.
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4° Suprafata erorii J(v) definita prin (10) uzual poseda minime locale in care cautarea

minimului poate esua, dacd rata de Invatare are o valoare prea micd. Astfel de minime locale
nu pot fi pdrasite decat prin schimbarea valorii ratei de invdtare, sau prin restartarea
algoritmului cu alte valori initiale ale parametrilor.

5° Numirul de neuroni din stratul de intrare se alege in functie de “gradul de
neliniaritate” care se constata la functia ¢ din examinarea esantioanelor (5.1.4). In alegerea

arhitecturii retelei (adica a numarului de neuroni de pe primul strat) pot parea doud arhitecturi
care trebuie verificate si eliminate:

a. Subaproximarea (eng. underfitting): care are loc pentru un numar prea mic de neuroni.

In cazul n= p =1, graficul realizat de retea nu prezinti un numdr suficient de puncte

de inflexiune. Pentru a asigura calitatea aproximarii este suficient la J sa fie foarte mic
(nu va fi de aceeasi valoare ca atunci cand trec prin vecinatatea tuturor punctelor).

b. Supraaproximarea (eng. overfitting): se alege un numdr mare de neuroni in cazul
functiei scalare n = p =1. Numarul excesiv de neuroni creeaza prea multe puncte de

inflexiune, care nu ar putea exista pentru un fenomen real.
Alegerea adecvata a numarului de neuroni se bazeaza pe experientd si, eventual, pe teste de
facturd incercare-eroare (eng. trial and error) efectuate pe problema concreta. [

5.2.4. Strategii de crestere a performantelor antrendrii prin propagare inversa

Pentru Tmbundtétirea convergentei algoritmului de antrenare se utilizeazd modificari ale
iteratiilor standard de tipul (5.2.18) s1 (5.2.19), modificari ce au drept efect cresterea vitezei de
cautare §i, totodatd, fac posibild evitarea situatiilor patologice de esuare In minime locale
(Sima, Varga, 1986). Astfel de modificari au drept fundament teoretic diferite maniere de a
interveni in iteratia standard a metodei de gradient (5.2.2).

In scopul prezentirii strategiilor de crestere a performantelor antrendrii prin propagare
inversa, vom rescrie iteratiile (5.2.18) si (5.2.19) in maniera compactd oferita de notatiile
matriceale (5.2.26) si (5.2.27) adica:

e pentru stratul de iesire:

W =Waia + 1D ; (5.2.41)
e pentru stratul de intrare:
Woew =Woia 10,51 (5.2.42)

Considerand iteratia curentd ca fiind cea de-a k-a in procesul de antrenare, putem
reformula (5.2.41) si (5.2.42) intr-o maniera generala:

Wik+1)=W?3k)+M?* k), (5.2.43)
Wik +1)=wlk)+M'(k), (5.2.44)
unde matricele M 2(k) si M 1(k) definesc schimbarile parametrilor impuse de procesul de

cautare la iteratia curenta:
M*(k)=nDy;. (k), (5.2.45)

M (k)=nD (k). (5.2.46)
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In relatiile (5.2.45) si (5.2.46) matricele Dy;» (k) st Dy, (k) sunt date de (5.2.15) si

respectiv (5.2.16) calculate cu vectorii delta de la iteratia k, adica:
~ T
D (k)= Az(k)(X2) , (5.2.47)

si, respectiv:
Dy (k) =A' (X" (5.2.48)

Strategiile de crestere a performantelor antrendrii prin propagare inversa se bazeaza pe
schimbari ale modului de calcul dat de (5.2.45) si (5.2.46) pentru matricele M2 (k) si M'(k),
ce opereaza 1n iteratia k descrisa prin egalitatile (5.2.43) si (5.2.44).

A. Propagarea inversa cu moment
Introducerea momentului revine la a inlocui (5.2.45) si (5.2.46) cu urmatorul mod de calcul al
matricelor M 2(k) si M 1(k) :

M? (k) =mM* (k=1)+(1—m)nDy. (k), (5.2.49)
si respectiv:

M (ky=mM'" (k=1)+(1-m)nDy, (k), (5.2.50)

unde momentul m are o valoare subunitard apropiata de 1.

Prin aceasta, directia de cautare curenta in procesul de optimizare este exprimata drept
o combinatie liniara intre directia gradientului la pasul curent (datd de termenii de pe pozitia a
doua a sumelor din (5.2.49) si (5.2.50)) si directia de cautare la pasul precedent (datd de
termenii de pe prima pozitie a sumelor din (5.2.49) si (5.2.50)). Cu alte cuvinte, cautarea se
realizeazd memorand, de la un pas la altul, vechea directie, de care se va tine seama (ponderat
prin m) in stabilirea noii directii.

B. Propagarea inversa cu rata de invatare adaptiva

Utilizarea ratei de invatare adaptive revine la a inlocui, in (5.2.45) st (5.2.46), factorul
constant 7 printr-o valoare 77(k), ajustabila de la o iteratie la alta, adica (5.2.45) si (5.2.46) se

transforma in:

M? (k) = n(k)D,y.» (k) (5.2.51)
si, respectiv:

M' (k) =n(k) Dy (k). (5.2.52)

Prin aceasta, 77(k) poate fi crescut atunci cand, prin ajustarea parametrilor, valoarea

functiei obiectiv J din (5.2.1) scade semnificativ. Astfel, antrenarea se poate realiza cu o
vitezd mai mare, atata timp cat directia de cautare este favorabild. Cand cautarea esueazad in
descresterea lui J din (5.2.1), rata 7(k) urmeaza a fi micsorata.
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C. Propagarea inversa cu moment si rata de invatare adaptiva

Prin aceasta strategie se combind avantajele celor doud procedee prezentate anterior. Astfel,
din (5.2.49) si (5.2.51) va rezulta, pentru stratul de iesire, forma tipica a iteratiei k& sub forma:

M? (k) =mM? (k=1)+(1=m)n(k)D;j» (k). (5.2.53)

Analog din (5.2.50) si (5.2.52) va rezulta forma tipica a iteratiei k pentru ajustarea
parametrilor de pe stratul de intrare:

M (k) =mM' (k1) +(1-m)n(k)Dy;, (k). (5.2.54)

5.2.5. Alti algoritmi de antrenare pentru retele multistrat

Dupa cum am precizat anterior, antrenarea retelei neurale consta in rezolvarea unei probleme
de minimizare corespunzdtoare unei functii obiectiv de tip eroare patratica medie (avand
expresia din (5.1.9)). Am mai insistat asupra faptului cd ceea ce, in limbajul retelelore neurale,
este cunoscut sub denumirea de “propagare inversd” reprezintd un algoritm de minimizare de
tip gradient cu descrestere maxima (steepest descent), daca utilizim exprimarile mai generale
specifice tehnicilor de optimizare. Altfel spus, propagarea inversd este un algoritm de tip
gradient cu descrestere maxima, aranjat intr-o formulare matematica speciald, asociata tipului
particular de aplicatii care descriu functionarea retelelor neurale (si, implicit, care contribuie
la definirea functiei obiectiv).

Acest mod de intelegere a algoritmului de antrenare al retelei neurale lasd loc unei
intrebari firesti. Pentru antrenarea unei retele neurale pot fi utilizate si alte metode de
minimizare (imprumutate din “recuzita” tehnicilor de optimizare)?

Rispunsul este afirmativ. In prezent, exista algoritmi de antrenare ai retelelor neurale
care au fost obtinuti (adaptati) din metodele de otimizare cele mai eficiente (ca de exemplu
metoda Levenberg-Marquardt, metodele bazate pe directii conjugate etc.). In general vorbind,
metodele amintite prezintd performante numerice mult mai bune decat gradientul cu
descrestere maxima, motiv pentru care utilizarea lor in antrenarea retelelor neurale este mai
avantajoasa decat propagarea inversa. Cu toate acestea, atragem atentia cd propagarea inversa
reprezintd un subiect tratat de orice manual / monografie referitoare la retele neuronale,
intrucat detine o “semnificatie istoricad” pentru dezvoltarea domeniului, fiind strins legata de
inceputurile utilizarii retelelor multistrat.

Pentru a aprofunda problematica metodelor de optimizare implementate drept
algoritmi de antrenare supervizata a retelelor neurale, cititorul este invitat sa parcurgd Anexa
A a prezentei carti.

5.3. Utilizarea retelelor feedforward cu trei straturi

Retelele feedforward cu trei straturi (primele doud cu noduri sigmoidale si cel de iesire cu
noduri liniare) poseda proprietatea de aproximare discutatd in paragraful 5.1. Uzual se face
apel la astfel de retele atunci cand functia ce trebuie aproximata ¢ din (5.1.2) prezinta moduri

de variatie mai complicate, puse in evidentd de esantioanele (5.1.4).
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Antrenarea se realizeaza prin metoda propagdrii inverse organizatd pe cele trei straturi
prin generalizarea algoritmului prezentat in paragraful 5.2.2 aplicand regula delta succesiv
celor trei straturi. In acest caz, vor trebui calculati vectorii si matricele delta pentru toate cele
trei straturi, intr-o maniera analoga cu (5.2.15) — (5.2.19).

5.4. Utilizarea retelelor feedforward in probleme de clasificare

Dupa cum a fost prezentat in capitolul 3, retelele cu functii de activare treaptd au proprietatea
de a separa spatiul iesirilor prin frontiere de tip hiperplane. Datoritd acestei proprietati,
retelele cu functie de activare treapta pot fi utilizate in probleme de clasificare. Un asemenea
clasificator poate fi utilizat insa numai pentru clase liniar separabile. In plus, o retea neurald
de tip perceptron cu un strat nu este capabila sa realizeze o clasificare pe problema simpla de
tip XOR (care necesita o retea cu doud straturi, dupd cum se arata in problema 7.5). Detalii
privind problematica clasificarii sunt accesibile Tn anexa B.

Aceste deficiente pot fi depasite daca se utilizeaza retele neurale cu functii de activare
de tip sigmoidal avand o arhitecturda cu doud straturi. Pentru utilizarea unei astfel de

arhitecturi, ca si in cazul retelelor cu functii de activare de tip treapta, se parcurg doua etape:
(1) antrenarea retelei neurale pe baza unui lot reprezentativ, capabil sd dea informatii
relevante despre clase;
(i1) utilizarea retelei antrenate drept clasificator.

In continuare vom considera retele neurale cu functii de activare de tip sigmoid
unipolar, dar in acelasi masura pot fi utilizate si noduri bipolare. Sa presupunem ca proiectam

o aplicatie pentru a realiza clasificarea punctelor dintr-un domeniu din R” in s clase.
O prima variantd este aceea de a considera o retea cu »n intrari si s iesiri. Clasei &?] ii

asociem vectorul y; =[0...1... O]T eR’, pentru j=12,....s. Intrucat iesirile retelei sunt
- J

date de functii sigmoidale, luand valori in intervalul deschis (0, 1) si doar tinzand asimptotic
catre capetele acestuia, in vectorii tintd nu pot fi utilizate valorile binare 0 si 1. Pentru ca
neuronii din stratul de iesire sa furnizeze valori foarte apropiate fie de 0 fie de 1, ar trebui ca
ponderile acestora sa ia valori foarte mari. Din acest motiv se prefera relaxarea formei binare
cu 0 si 1 a vectorilor tinta, utilizdnd 1n locul lor 0 valorile & si, respectiv, 1—&, cu €>0
suficient de mic (uzual & se ia de ordinul sutimilor). Astfel, clasei ¢; 1i asociem vectorul

yi=le..1l-¢ .. g]T eR’, pentru j=1,2,...,s. Antrenarea retelei neurale se va realiza pe
J
baza perechilor (xi,zi) , I= I,_N, cu x' eR” si 7 eR’ , 7= j/j dacd x' e %j Prin perechile

(x',2), i =1,N, definim o problemad de tip aproximare, contextul teoretic dezvoltat de

Cybenko ne asigura succesul antrenarii (dacd se considera un numar suficient de neuroni pe
primul strat).

Daca numarul de clase este o putere a lui 2, de forma s =27, se poate utiliza o a doua
variantd, similard celei prezentate in capitolul 3. Se considerd o retea cu » intrari si p iesiri.

Clasei ¢ ;

f 1 se asociaza un vector y € R?, j=1,...,27, reprezentand codul binar al indicelui
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j al clasei, apoi in locul valorilor 0 si 1 se utilizeaza ¢ si, respectiv, 1—¢, cu £ >0 suficient

de mic, construind vectorul y; e R”. Antrenarea retelei neurale se va realiza pe baza
perechilor (x',z'), i=1,N,cu x' eR" si 7' eR?, 7’ =y, dacd x' eigj

In cazul in care nodurile retelei neurale au noduri bipolare, vectorii tinta se formeaza
cu elementele —1+¢& si 1—¢.

Practica a aratat ca stratul de iesire al retelei poate avea si noduri de tip liniar. In aceste
conditii apartenenta la o clasd in etapa de invatare se va realiza cu vectori tintd formati cu
valori de 0 si 1 ferme (vectorii notati in paragrafele anterioare cu y;). Datorita utilizarii

functiei de activare liniard pe ultimul strat, iesirile retelei pot avea si valori mai mici decat 0
sau mai mari decat 1.

Indiferent de tipul functiilor de activare utilizate pe stratul de iesire al retelei neurale
utilizatd pentru clasificare, decizia privind apartenenta unui vector prototip la o anumita clasa
va fi luatd pe baza distantei dintre iesirea retelei neurale §i vectorii tintd corespunzatori
claselor considerate. Un vector prototip va fi atribuit clasei al carei vector prototip este situate
la distanta cea mai mica de iesirea retelei neurale utilizate drept clasificator.

La fel ca si in probleme de aproximare, in faza de antrenare a retelei in scopul
recunoasterii de trasaturi sau forme trebuie sd fie prezentate retelei toate elementele
semnificative din punct de vedere al aplicatiei. Reteaua va trebui “sa vadd” esantioanele
reprezentative pentru toate clasele care apar in aplicatii (numarul de clase si semnificatia
claselor este o problemd care precede antrenarea retelei si trebuie complet solutionatd inainte
de momentul inceperii antrenarii). Adica reteaua nu este implicatd in a decide cate clase
distincte sunt.

Valorile concrete pe care le furnizeaza clasificatorul pe iesirea retelei neurale, pot fi
utilizate pentru a informa asupra ,, calitatii clasificarii”, (altfel spus, un fel de garantie pe care
o oferd reteaua ca separa (atribuie) corect vectorii de intrare pe clase). Distante mari fatd de
gst 1-¢ (in cazul iesirilor sigmoidale) sau 0, 1 (in cazul iesirilor liniare) atrag atentia asupra
unor elemente clasificate cu o doza mare de risc (de incertitudine) in cazul cd in etapa de
invatare, reteaua ,,nu a vazut” esantioane apropiate ca trasaturi cu aceste elemente. Astfel de
elemente necesitd o altd procedurd de clasificare pentru reducerea incertitudinii sau, daca
aparitia lor este frecventa, atrage atentia asupra necesitatii reantrendrii retelei (de asa maniera
incat reteaua sd aiba cunostinta despre trasaturile aferente elementelor respective).

5.5. Facilitati software oferite de Neural Network Toolbox

Functia newff creeaza o retea feed-forward. Numarul de straturi si de neuroni din stratul de
intrare si din straturile ascunse, precum si functia de activare a neuronilor fiecarui strat sunt
specificate de cdtre utilizator in apelul functiei. La crearea retelei utilizatorul trebuie sa
furnizeze si rutina ce va fi utilizatd pentru antrenarea acesteia precum si parametrii de
antrenare doriti.
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Pentru initializarea cu valori arbitrare a parametrilor unei retele (ponderi si deplasari)
se poate utiliza functia rands. De asemenea, pentru initializarea parametrilor se poate apela
functia init.

In cazul unui neuron cu o singuri intrare, pentru reprezentarea grafica tridimensionala
a suprafetei erorii patratice globale (ca functie de ponderea si deplasarea neuronului) se pot
utiliza functiile errsurf si plotes (apelate in aceastd ordine).

Functia train antreneaza reteaua conform rutinei de antrenare specificate la creare si a
parametrilor de antrenare alesi.

Algoritmul de antrenare prin propagare inversa descris mai sus este implementat de
rutina 'traingd' (se bazeaza pe metoda gradient descent de minimizare a unei functii — algoritm
lent). Dintre parametrii asociati acestui algoritm amintim net.trainParam.Ir (valoarea ratei de
invdtare utilizatd in antrenare), net.trainParam.epochs (numarul de epoci de antrenare),
net.trainParam.goal (valoarea de prag impusd pentru criteriul de performantd minimizat
net.performFcn) si net.trainParam.show (numarul de epoci de antrenare dupad care se prezinta
grafic progresul antrendrii).

Doua variante ale acestui algoritm sunt implementate in functiile 'traingdm' (gradient
descent with momentum — in general, mai rapid decat traingd) si 'traingdx' (gradient descent
with adaptive learning rate — de asemenea, mai rapid decat traingd). Metodele de minimizare
bazate pe directii de cautare conjugate gradientului sunt implementate prin functiile de
antrenare 'traincgf' (metoda Fletcher-Reeves — cel mai mic necesare de memorie), 'traincgp'
(metoda Polak-Ribiére — convergentd mai rapida in unele cazuri), 'traincgb' (metoda Powell-
Beale — convergenta rapidad in general), ‘trainscg' (scaled conjugate gradient — algoritm foarte
bun pentru probleme generale).

Un algoritm de antrenare mai rapid pentru retele de dimensiuni moderate este
algoritmul Levenberg-Marquardt, implementat prin rutina ‘trainim' (prezintd facilitati de
reducere a memoriei utilizate in cazul cand setul de antrenare are lungime mare). Functia
trainbr' (Bayesian regularization) implementeaza o variantd modificata a acestui algoritm.

Algoritmul de antrenare de tip quasi-Newton bazat pe metoda Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno este implementat prin functia 'trainbfgs' (necesitd stocarea aproximarii
matricei Hessian si efectueazd mai multe calcule la fiecare iteratie decat algoritmii de tip
gradient descent). Functia 'trainoss' (metoda one step secant) realizeaza un compromis intre
metodele de tip gradient conjugat si cele de tip quasi-Newton.

Pentru simularea retelei antrenate se poate folosi functia sim.

Pentru aprofundarea notiunilor prezentate in acest capitol se recomanda studierea
problemelor cu solutii analitice 7.9 — 7.16 si a problemelor cu solutii numerice 8.12 — 8.16.



Capitolul 6

APLICATII ALE RETELELOR FEEDFORWARD
MULTISTRAT IN IDENTIFICAREA SI CONTROLUL
SISTEMELOR DINAMICE

6.1. Identificarea sistemelor dinamice utilizind retele neurale

Identificarea sistemelor dinamice bazatd pe modele neurale s-a conturat ca directie de
cercetare la inceputul anilor ’90, drept urmare a investigatiilor matematice asupra
proprietatilor de aproximare ale retelelor neuronale. Evolutia noului domeniu a fost
impulsionatd de contributiile remarcabile ale unor nume de prestigiu In Automaticd, ca, de
exemplu, K. Narendra, K. Parthasarathy, P.J. Gawthorp, T.J. McAvoy, L. Ljung. Pe de alta
parte, firmele producdtoare de software tehnico-stiintific au demarat dezvoltarea de facilitati
specifice retelelor neuronale, astfel incat aparitia In 1992 a primei versiuni a Neural Network
Toolbox incorporatd in mediul MATLAB 4.2 a avut un impact major asupra interesului
acordat de catre automatisti acestei directii de cercetare.

Modelele generale de identificare parametricd a sistemelor dinamice (liniare sau
neliniare) se pot implementa, atat hard cét si soft, cu ajutorul retelelor neurale artificiale.
Parametrii modelului neural sunt reprezentati de ponderile sinaptice ale neuronilor si
deplasarile acestora. Teoria generald privind identificarea sistemelor se poate aplica direct
pentru obtinerea modelului neural tinand cont de echivalentele:

structura modelului = arhitectura retelei neurale
estimare = antrenare

validare = generalizare

set de date de estimare = set de date de antrenare
set de date de validare = set de date de generalizare
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6.1.1. Structura modelelor neurale

Consideram un sistem dinamic cu o intrare si o iesire (figura 6.1.1) pentru care se masoara
semnalele de intrare u si de iesire y la momentele discrete de timp ¢, = k7, (unde 7 reprezinta

perioada de esantionare a semnalelor, k € N), notdnd u[k]=u(kT), y[k]=y(kT), k=1, N.

ulk] k]
— | PROCES [ ——

Figura 6.1.1. Sistem dinamic SISO

In problema identificarii sistemelor dinamice, unde neliniaritatea care trebuie
modelata depinde de timp, problema care se pune este cea a reprezentarii explicite a timpului
in structura retelei neurale. Pentru ca o retea neurald sd fie dinamica, ea trebuie sa posede o
memorie. Ideea de la care s-a pornit la inceputul anilor 1990 a fost cea de a se utiliza retele
neurale statice Tmpreuna cu un sistem extern de intirziere a semnalelor de intrare in retea,
obtinand asa numitele refele neurale cu dinamica externa.

Un interes practic deosebit il prezinta obtinerea modelelor neurale de tip ARX
(NNARX) in timp discret, cu perioada de esantionare data:

k1= (Vk =10, [k =2],..., y[k —n),ulk —dulk —d —1],..,ulk —d —m]), (6.1.1)

unde d,neN", meN, si:

foR™M R (6.1.2)
este o aplicatie (liniard sau neliniara, netedd) ce descrie transferul intrare-iesire al unei retele
neurale statice cu topologie adecvatd. Aceastd functie poate fi reprezentatd cu ajutorul unei
retele neurale statice cu propagare Tnainte a semnalului cu functii de activare liniare
(ADALINE) sau neliniare (MLP). Reteaua are ca intrari valorile de la momentele anterioare
de timp ale intrarii si iesirii procesului. Valorile semnalelor de intrare si de iesire la
momentele anterioare de timp formeaza vectorul regresorilor care este notat

(p[k]:[y[k—l],y[k—2],...,y[k—n],u[k—d],u[k—d—1],...,u[k—d—m]]T si se obtine utili-

zand un sistem de intarziere (Tapped Delay Line) plasat in afara retelei neurale propriu-zise.

Configuratia prezentatd In figura 6.1.2 este cunoscutd si sub denumirea de modelul
serie-paralel (SPM) deoarece in raport cu intrarea u[k] reteaua neurald este conectata paralel

cu procesul, iar In raport cu iesirea y[k] conectarea este in serie. Eroarea de predictie e[k],
diferenta dintre iesirea reald a procesului y[k] si iesirea estimatd cu ajutorul retelei neurale
y[k], este utilizatd pentru antrenarea retelei aplicand algoritmi de antrenare uzuali,
independenti de timp. In aceastd figura, 7! reprezinta operatorul de intarziere cu un pas,
77! ulk]=ul[k —1], iar ZOH noteaza extrapolatorul de ordin zero (Zero Order Hold) utilizat
pentru discretizarea, cu perioada de esantionare doritd, a unui proces continuu.
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Figura 6.1.2. Modelul neural de tip ARX (NNARX) (modelul serie-paralel)

Dupa antrenarea retelei neurale, modelul identificat poate fi folosit independent de
proces, aducand la intrarea retelei iesirea acesteia, printr-o conexiune inversa externd. O astfel
de configuratie poartd numele de modelul paralel si este utilizatd pentru simularea proceselor
dinamice. Configuratia poate fi utilizatd si in faza de antrenare a retelei neurale, modelul
obtinut in acest fel fiind de fapt modelul neural de tip output error (NNOE) (figura 6.1.3)

k1= f (Jlk =11, 5k =2],..., ok —n),ulk —d ) ulk —d —1],..,ulk —d —m]). (6.1.3)

ulk]

\

Sistem extern de intarziere

Retea
neurala

statica

/

k]

Figura 6.1.3. Modelul neural OE (NNOE) (modelul paralel)

In mod asemanitor se pot obtine si modelele neurale de tip ARMAX (NNARMAX)
sau Box-Jenkins (NNBJ). Dezavantajele modelelor recursive de tip NNOE, NNARMAX sau
NNBJ sunt posibila instabilitate a modelului si necesitatea unui efort suplimentar pentru a
calcula gradientul ce intervine in procedura iterativa de antrenare a retelei.



58 Aplicatii ale retelelor neurale in automatica

Pentru reprezentarea modelelor neliniare de tip NNARX cu o singurd intrare si o
singurd iesire Narendra si Parthasarathy (1990) au introdus patru modele. Modelele propuse
de ei sunt descrise de ecuatiile:

n—1

Modelul 1: lh+1=S aplk —il+ g (ulk]ulk —11,...ulk —m+1]), (6.1.4)
i=0
m—1
Modelul 2: Jlk+11= f(WIk], Mk —1],..., [k —n+1])+ z Bulk—i], (6.1.5)
i=0

Modelul 3: [k +1]1= f (k] vk —1],..., [k —n+1])+ g (u[k], ulk —1],...,u[k —m+1]), (6.1.6)
Modelul 4: [k +1]= f(y[k], Yk —1],..., [k —n+1],ulk],ulk —1],...,ulk —m+1]), (6.1.7)

Se presupune ca functiile f si g sunt diferentiabile in raport cu toate argumentele lor.
Aceste functii pot fi aproximate cu ajutorul unor retele neurale statice. Alegerea modelului
adecvat depinde de informatia despre procesul considerat disponibila a priori. In modelele 1
(figura 6.1.4) si 2 (figura 6.1.5) se presupune ca neliniaritatea procesului implicd numai
intrarea, respectiv numai iesirea.

ulk] Ik +1] WA k] @ﬁ[k +1] yk]
-1 es] -1 - 3 -1
z s z = z
g < ‘ ‘ g ’8
ulk-11] 8 -2 1] u g S| ylk-1]
4] 8 < -
2@ N &7
z! é z! z SZ) z"!
— '
ulk—m+1] y[k—-n+1] ulk—m+1] y[k—-n+1]
Figura 6.1.4. Reprezentarea modelului 1. Figura 6.1.5. Reprezentarea modelului 2.

Modelul 3 (figura 6.1.6) rezulta ca suma a doua functii neliniare distincte care depind
numai de semnalul de intrare, respectiv iesire. Modelul 4 (figura 6.1.7), cel mai general,
reprezintd proiectia neliniara atat a intrarilor cét si a iesirilor procesului de identificat.

Modelele de tip NNARX pot fi utilizate pentru probleme simple, dar utilizarea lor nu
este avantajoasd pentru probleme ce implicd dependenta semnalului de iesire al sistemului de
un numar mare de valori trecute ale semnalului de intrare. Pentru modelarea unor asemenea
sisteme se recomanda utilizarea modelelor recursive.
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Figura 6.1.6. Reprezentarea modelului 3 Figura 6.1.7. Reprezentarea modelului 4

O alta posibilitate de modelare a unui sistem dinamic neliniar revine la a construi in
prima etapa un model liniar al sistemului. Reziduurile obtinute ca diferenta intre iesirile
actuale ale sistemului si iesirile estimate pe baza modelului liniar vor contine evident
neliniaritdtile nemodelate. Pentru a modela aceste neliniaritati se construieste apoi un model
neural avand ca intrari intrarile sistemului si reziduurile.

6.1.2. Estimarea modelelor neurale

Aplicatia f din relatia (6.1.2) este parametrizata de ponderile si deplasarile retelei. Indiferent
de topologia retelei, identificarea pe baza asa-numitei scheme serie-paralel (figura 6.1.2)
asigurd stabilitatea algoritmului iterativ de minimizare a functiilor obiectiv definite cu ajutorul
erorii e[k]= y[k]-J[k—1]).

Formularea concretd a functiilor obiectiv este corelatd cu modul de obtinere si
exploatare a datelor experimentale corespunzitoare procesului. In acest sens, literatura
evidentiaza doud categorii de metode de antrenare a retelei neuronale din schema serie-

paralel:
e pe lot (batch) sau off-line, care utilizeaza functii obiectiv de forma (pana la o constanta
multiplicativa):

N
J:iZez[k]Sg, (6.1.8)
Nia

unde N noteaza numarul total de elemente disponibile in lot si £ este valoarea de prag
dorita;
e pe esantioane (pattern) sau on-line, care utilizeaza functii obiectiv de forma (pana la o

constantd multiplicativa):
1 i+Ng-1
Ji)=—> 3 [kl<e, ieN, (6.1.9)
Ng =
unde Ny noteazd numdrul de esantioane continute in fereastra mobild de selectare a
elementelor, i este indicele iteratiei curente si & este valoarea de prag dorita.
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Minimizarea opereaza in spatiul parametrilor retelei (ponderi si deplasari) si poate fi
condusd prin tehnicile clasice de optimizare fara restrictii, adaptate la specificul organizarii
matriceal-vectoriale a parametrilor aplicatiei £ In limbajul propriu retelelor neuronale,
determinarea parametrilor functiei f ca rezultat al minimizarii functiilor obiectiv (5.6) sau
(5.7) (estimarea modelului parametric) este referita drept proces de antrenare sau invétare.

Observatie:

Determinarea modelului neural urmeaza pasii prezentati in capitolul 2: alegerea regresorilor
modelului, a tipului neuronilor din structura retelei neurale, alegerea numarului de neuroni din
stratul intern §i apoi determinarea ponderilor retelei (adicd determinarea parametrilor
modelului). Principiul care se aplica este de a porni de la simplu la complex (lama lui
Occam): se incearca intdi cu un numar redus de regresori si de neuroni in stratul de intrare si
apoi se creste progresiv numarul neuronilor pana la un numar rezonabil. Dacd nu se determina
un model suficient de bun se creste numarul regresorilor si se incearca, din nou, valori
crescute progresiv ale numarului de neuroni. Daca nici 1n acest caz nu se determina un model
corespunzator, se alege un alt tip de model pentru sistemul respectiv. |

6.2. Controlul predictiv al sistemelor dinamice neliniare
utilizand modele neurale

Controlul predictiv este de acum un standard larg utilizat in industrie i un numar foarte mare
de algoritmi au fost prezentati in literatura de specialitate ca de exemplu: Generalized
Predictive Control — GPC, Self - Adaptive Control — EPSAC si Unified Predictive Control —
UPC. Marele avantaj al folosirii controlului predictiv provine din utilizarea de cétre regulator
a unui model exact al procesului real, ceea ce duce la imbunatatirea calitatii controlului.
Scopul algoritmilor de control predictiv bazati pe model (eng. Model Based Predictive
Control — MBPC) il constituie gasirea unei secvente de intrare ce va fi aplicatd procesului
controlat astfel incat iesirea sa sd urmareasca cu eroare cat mai mica o traiectorie dorita
(referinta) pe durata unui orizont de timp prestabilit (Lazar, 1999).

Principiul de baza al algoritmilor de control predictiv constd In prezicerea iesirii
procesului, pe baza unui model (obtinerea predictorilor), si pe minimizarea unei anumite
functii de cost. Diferentele dintre diversii algoritmi sunt date de modelul folosit de controller
si de forma functiei de cost. In cazul sistemelor liniare, majoritatea modelelor dinamice
utilizate in controlul predictiv se obtin prin teste aplicate proceselor sau prin metode de
identificare. Pentru controlul predictiv neliniar testarea si identificarea proceselor devin mult
mai dificile. Datoritd proprietatii retelelor neurale de a fi aproximatori generali, utilizarea unui
model neuronal pentru obtinerea predictorilor prezintd un foarte mare interes.

O reprezentare grafica a strategiei de control predictiv este prezentatd in figura 6.2.1.
La fiecare moment de esantionare & se determind strategia optimad de control, fiind calculate
valorile viitoare ale intrdrii u[k +1], ulk+2], ..., u[k+N,] (N, — orizontul de control), astfel
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incat iesirea procesului y sd urmareasca cu eroare cat mai micd referinta » pe intervalul de
predictie [Ny, N,] (N, — orizontul minim de predictie, N> — orizontul de predictie).

strategia de control din trecut u e T e e I

P N s
punctul ge referinta w /\/\

W timp

iesirile din trecut ale procesului y . .
mort

I [} I I I I I T T I I f T I

< _—_—
trecut y 1 2

momentul de timp t

Figura 6.2.1. Strategia controlului predictiv bazat pe model.

Valorile viitoare ale iesirii procesului sunt determinate folosind un model neural, iar
pe baza erorilor intre iesirile prezise si referintd este calculatd o functie de cost. Aceasta
functie de cost urmeaza a fi minimizata cu scopul obtinerii unei strategii de control optime ce
vor fi aplicate procesului. Una din formele posibile ale functiei de cost, folositd in majoritatea
algoritmilor de control predictiv este data de relatia'

J= Z(rk+z Wk +i]) +/12 [k +i]—ulk+i—1])* . (6.2.1)
i=N,
De multe ori, in practica, ponderea A asupra comenzii are valoarea 0, iar orizontul
minim de predictie (V) ia valoarea 1.
Functia de cost J urmeazd a fi minimizatd la orice moment de timp & in functie de

vectorul u = [u[k +1],ulk+2], ..., ulk+N, ]]T ce contine valorile viitoare ale intrarii.

Modelul neural folosit in calculul iesirilor viitoare ale procesului este un model de tip
ARX de forma (6.1.1). Pentru vectorii contindnd intrarile, respectiv iesirile viitoare ale
procesului vom folosi urmatoarele notatii:
ulk+i—d]=[ulk+i—dlulk+i—d-1], ..., u[k+i—d—m]]T, 62.2)
ylk+i-1=[ylk+i-1], )k +i=2], ..ok +i-n]]",

unde i = Ny,..., N,, reprezinta ordinul predictorului, & este momentul curent de timp, iar d, m

si n reprezinta parametrii considerati pentru modelul NNARX antrenat: d - timpul mort, m si n
ordinele de intarziere ale intrarii, respectiv iesirii. Aplicand vectorii (6.2.2) modelului neural,
se obtine predictorul de ordin 7 al iesirii, y[k +i], dupa cum rezulta si din figura 6.2.2.

In calculul predictorilor iesirii, daca orizontul de predictie este mai mare decat
orizontul de control sumat cu timpul mort considerat in modelul procesului (N, >N, +d ),

dupa iteratia N, +d , intrarea va fi consideratd constanta, avand valoarea u[k+ N, ].
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Figura 6.2.2. Calculul predictorilor neurali.

Algoritmul iterativ de control predictiv poate fi usor inteles prin descrierea pasilor ce

sunt parcursi la orice moment de timp (iteratie) 4:
e in iteratia anterioara (momentul de timp k —1), prin minimizarea functiei de cost, a
fost obtinut vectorul comenzii uyy =[u[k],ulk+1], ..., u[k+ N, — l]]T ;

e primul element al acestui vector, u[k], reprezintd intrarea procesului la momentul de
timp curent;

e sunt calculati predictorii iesirii y[k +i] de ordin i = Ny,...,N,, folosind ca intrari ale
modelului neural perechile de vectori u[k +i—d] si y[k+i—1];

e se calculeaza functia de cost J la pasul curent, dupa formula (6.2.1);

e noua secventd optima de control se obtine prin minimizarea functiei de cost J in raport

cu vectorul comenzii u,g,, =[ulk +1],ulk+2], ..., u[k+Nu]]T.

new

o Traiectoria
Intrarile si Iesirile referintei
iesirile trecute predictate y
—_——
— >
Model >
Intrarile
viitoare
Dispozitiv de |
timizar N g
optimizare Erorile viitoare

Functia Restrictii
obiectiv

Figura 6.2.3: Structura de baza a unui controller predictiv

La momentul de timp urmator (k+1), primul element din vectorul u ulk+1], este

new 2
aplicat la intrarea procesului si algoritmul de control predictiv continud cu iteratia k+1. La
startarea algoritmului, utilizatorul trebuie sa aleagd valoarea initiala »[0] a intrarii procesului.
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Intrarile ce urmeaza a fi aplicate procesului real pot fi supuse unor restrictii ce decurg
din natura fizica a acestuia. Unii algoritmi de control predictiv permit ca aceste restrictii sa fie
luate in consideratie la minimizarea functiei de cost.

Avand in vedere principiille MBPC prezentate, structura unui bloc de control ce
implementeaza un astfel de algoritm poate fi prezentata ca in figura 6.2.3:

Viteza de calcul a unui astfel de controller trebuie sa fie suficient de ridicatd, pentru a
permite efectuarea pasilor corespunzatori unei iteratii a algoritmului de control intr-un timp
mai mic decat perioada de esantionare aleasa pentru interfatarea cu procesul real.

6.3. Blocuri Simulink pentru aplicatii ale retelelor neurale

in identificarea si conducerea sistemelor
Figura 6.3.1 prezintd o biblioteca de blocuri Simulink pentru identificarea, simularea si
controlul predictiv al sistemelor pe baza modelelor neurale dezvoltatd in cadrul Catedrei de

Automatica si Informatica Aplicatda de la Facultatea de Automatica si Calculatoare din Iasi
(Kloetzer et al., 2001), (Kloetzer, Pastravanu, 2004).
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MLP_N_ID In MLP_N_SI Out In MLP_DO S Qut
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Figura 6.3.1. Biblioteca de blocuri Simulink pentru identificarea, simularea si controlul
predictiv al sistemelor pe baza modelelor neurale.
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Dezvoltarea acestei biblioteci de blocuri Simulink pentru identificarea, simularea si
controlul predictiv al sistemelor pe baza modelelor neurale a fost motivatd de dorinta de a
usura descrierea procesului supus identificarii (asa cum se va vedea In continuare), lasand
utilizatorului, in acelasi timp, flexibilitate in organizarea simuldrii. Mai mult chiar,
posibilitatea executdrii simularilor n timp real, prin utilizarea Real-Time Workshops, extinde
aria de aplicabilitate a procedurilor de identificare la procese reale, interfatate adecvat prin
cartele de achizitie.

Biblioteca Simulink din figura 6.3.1 constd din blocuri ce permit identificarea si
simularea modelelor neurale cu o singura intrare si o singura iesire (SISO) de forma (6.1.1) si
anume:

(@) pentru functia fliniara:

— blocul LI N _ID (Llnear Neural IDentifier) folosit pentru antrenarea unei retele
ADALINE,

— blocul LI _N_SI (LInear Neural SImulator) folosit simularea transferului intrare-
iesire a unui model neural cu topologie ADALINE, identificat anterior,

— blocul LI D SI (LInear Delay SImulator) folosit pentru simularea transferului
intrare-iesire a unui model neural de tip ADALINE, cu timp mort, identificat
anterior;

(i)  pentru functia f neliniara:

— blocul MLP_N_ID (MLP Neural IDentifier) serveste la antrenarea retelelor de tip
MLP,

— blocul MLP_N_SI (MLP Neural SImulator) serveste pentru simularea transferului
intrare-iesire a unui model neural cu topologie MLP, identificat anterior,

— blocul MLP_D SI (MLP Delay SImulator) utilizat pentru simularea transferului
intrare-iesire a unui model neural cu topologie MLP, cu timp mort, identificat
anterior.

Pentru identificarea si simularea modelelor neurale neliniare cu mai multe intrari si

1esiri (MIMO), aceasta biblioteca Simulink mai include:

— blocul MLP_MIMO_TR (MLP MIMO Trainer) serveste la antrenarea retelelor de
tip MLP utilizand matrice din spatiul de lucru Matlab,

— blocul MLP MIMO SI (MLP MIMO SImulator) serveste pentru simularea
transferului intrare-iesire a unui model neural cu topologie MLP, identificat
anterior, cu ajutorul blocului MLP_MIMO_TR.

In plus, blocul PRED CTRL permite implementarea unui controller predictiv pentru

un sistem SISO utilizand un model neural, identificat anterior cu folosind blocul MLP_N _ID.

Casetele de dialog ale blocurilor LI N ID si MLP_N_ID pentru identificarea
modelelor SISO sunt prezentate in figurile 6.3.2 si, respectiv, 6.3.4. Aceste blocuri permit atat
antrenarea pe lot (off-line), in concordanta cu (6.1.8), cat si antrenare pe esantioane (on-/ine),
in concordanta cu (6.1.9), cu un numar de esantioane Ng specificat de utilizator in caseta de
dialog. Utilizatorul poate seta valoarea de prag pentru eroarea patratica medie utilizatd in
antrenare si modul in care se formeaza vectorii regresorilor.
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Figura 6.3.2. Caseta de dialog a blocului LIN_N_ID.
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Figura 6.3.3. Caseta de dialog a blocului LIN_D_SI.
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Figura 6.3.4. Caseta de dialog a blocului MLP_N_ID.
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Figura 6.3.5. Caseta de dialog a blocului MLP_N_SI.
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Casetele de dialog ale blocurilor LIN_D _SI si MLP N _SI, utilizate in simulare, sunt
prezentate in figurile 6.3.3 si, respectiv, 6.3.5. Parametrii retelelor pot fi setati manual sau pot
fi incarcati automat din spatiul de lucru al Matlab-ului.

In gisirea regresorilor optimi pentru vectorii de intrare si iesire este recomandati o
strategie bottom-up, in sensul cd arhitectura retelei va fi initializatd cu un numar redus de
regresori. Pentru blocul de tip MLP se va porni cu un numar redus de neuroni pe stratul de
intrare. Aceste valori vor incrementate succesiv pand la obtinerea rezultatului dorit.
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— Parameters
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Control horizon [Mu):

Minirm contral value:

bl airmurn control value:;

Wieight factor:
|o

k. I Cancel Help f ][I

Figura 6.3.6. Caseta de dialog a blocului PRED CTRL.
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Blocul PRED _CTRL poate fi folosit pentru controlul proceselor neliniare ce au drept
model neuronal o retea de tip MLP. Caseta de dialog a acestui bloc este prezentata in figura
6.3.6, parametrii ce pot fi alesi de utilizator privind atat reteaua neurald (presupusa deja
antrenatd), cat si algoritmul de control predictiv. Vectorul ce contine parametrii modelului
neuronal are aceeasi organizare ca si vectorul obtinut In urma identificarii folosind blocurile
MLP N_ID. Valorile intarzierilor intrarii si iesirii, precum si valoarea timpului mort, trebuie
sa fie aceleasi cu cele considerate la crearea si antrenarea modelului NNARX.

Parametrilor corespunzatori algoritmului de control predictiv ce pot fi setati de catre
utilizator sunt in concordanta cu notatiile utilizate in paragraful 6.2. Traiectoria referintei este
presupusa a fi cunoscuta apriori, fiind specificata sub forma unui vector.

Iesirea “u’ a blocului de control furnizeaza valoarea intrarii de control la fiecare pas de
simulare, iar iesirea ‘ref’ poate fi utila pentru a aprecia modul in care iesirea procesului
urmareste referinta doritd pe durata simularii.

ctrl_signal
plant output e
contral reference

L

e

-

Figura 6.3.7. Structura intrerna a blocului PRED CTRL.

In structura internd a blocului PRED_CTRL (figura 6.3.7) intrd functia-S denumiti
predctrl care este responsabild atdt de organizarea datelor interne pe baza parametrilor
specifici modelului neuronal si algoritmului de control, cat si de minimizarea functiei de cost
J (6.2.1). La fiecare pas de simulare (iteratie a algoritmului de control predictiv) aceasta
functie apeleaza o rutind cest.m, care realizeaza calculul predictorilor neuronali si al functiei
de cost. Pentru crearea modelului neuronal s-au folosit functiile specifice din Neural Network
Toolbox, iar pentru minimizarea functiei de cost s-a facut apel la functia fimincon din Optimal
Toolbox, care permite impunerea unor limite (restrictii) pentru variabila in raport cu care se
efectueaza minimizarea. La fiecare iteratie a algoritmului este memorat vectorul obtinut prin
minimizarea lui J, iar acest vector va constitui punctul de start al minimizarii la iteratia
urmatoare.

Conectarea blocului intr-o schema Simulink in vederea simularii controlului unui
oarecare proces dinamic neliniar (pentru care se dispune de un model neuronal) este ilustrata
in figura 6.3.8. In timpul simularii, poate fi urmdrita evolutia intrarii de control si urmarirea
referintei de catre iesirea procesului.
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Figura 6.3.8. Modul de conectare a blocului PRED_CTRL intr-o schema Simulink.

6.4. Studii de caz

6.4.1. Exemple ilustrative pentru constructia modelelor

Desi utilizarea modelelor neuronale este atractiva indeosebi in cazul neliniar, ludm in discutie,
pentru inceput, constructia unui model liniar, deoarece acesta permite comparatii relevante (de
naturd parametricd) cu reprezentdrile standard de tip functie de transfer, discretd in timp.
Al doilea exemplu ilustreaza constructia unui model neliniar pentru care discutia privind
validitatea se limiteaza doar la analiza comparativa a raspunsurilor obtinute de la proces si
respectiv model, in conditiile acelorasi semnale de test aplicate la intrare. In nici unul dintre
cazuri nu abordam problematica validarii modelelor cu ajutorul testelor statistice.

Pentru ambele exemple, functionarea procesului supus identificarii este simulatd in
mediul Simulink, antrenarea retelelor nefacand insd uz de cunoasterea ordinului modelelor de
simulare (ipoteza absolut fireasca n desfasurarea aplicatiilor reale). Totodata, pentru fiecare
din exemple au fost considerate, separat, doua situatii ce urmeaza a fi detaliate mai jos:

(a) iesirea procesului nu este afectatd de perturbatii;

(b) iesirea procesului este afectata aditiv de perturbatii de tip Gaussian care pot atinge 1%
din amplitudinea maxima a semnalului util (corespunzand, de exemplu, zgomotului de
conversie al unui convertor A/D cu rezolutie scazutd).

A. Constructia unui model liniar

In figura 6.4.1 se prezinta schema Simulink (aferenti situatiei (b) mentionate la inceputul
sectiunii curente) utilizatd pentru construirea unui model liniar de forma (6.1.1) cu perioada
de esantionare 7'=1 secunda, cu ajutorul blocului LI N ID. Procesul ce face obiectul
identificarii este descris in Simulink prin functia de transfer continua in timp
—15s
G(s)= 40206 ’
3005~ +40s +1

(6.4.1)
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procesul fiind excitat cu o sursd de zgomot alb de banda limitatd, adecvat aleasd. Singurele
informatii presupuse cunoscute apriori sunt comportarea liniard a procesului si valoarea
timpul mort (identificabil, de exemplu, de pe un raspuns la semnal treaptd), adica d =15 in
(6.4.1) pentru T =1 secunda.

o]
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Hald1
LI_N_ID waight
400
> Tl sl b =
3002244 05+1
Band-Limited Transport Transfer Fen Zaro-Order arodare
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[

/y
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Number

Error

Figura 6.4.1. Schema Simulink de identificare a modelului liniar corespunzator
exemplului din sectiunea A.

Selectam drept complet edificatoare doar o parte din rezultate, prezentate in tabelul
6.4.1 pe care le exprimam (data fiind liniaritatea modelului) sub forma de functii de transfer
discrete (ale caror coeficienti sunt, pana la un semn cunoscut, chiar parametrii furnizati de
blocul LI N ID). Aceastd exprimare faciliteaza analiza calitatii modelului provenit din
identificare, prin comparatie directd cu discretizatd cu 7=1 secunda a lui G(s), obtinuta prin
metoda Euler predictor

_-15 0.6378z1+0.6101z72
1-1.87227" +0.8752272

Gz hH= (6.4.2)

Toate cazurile comentate se referd la aceleasi conditii de antrenare on-line cu Ng=50
esantioane in functia obiectiv J din (6.1.9), maxim 100 epoci/fereastrda si rata de invatare
variabild. Rezultatele din tabelul 6.4.1 evidentiaza rolul jucat de valoarea obtinuta in antrenare
pentru functia obiectiv J in aprecierea convergentei parametrilor retelei si, totodata, in
evaluarea calitatii modelului identificat.

Figurile 6.4.2.a si 6.4.2.b furnizeaza reprezentdrile grafice ale evolutiilor parametrilor
retelei pentru o duratd de 150 de secunde corespunzatoare cazului (b) pentru n=2 m=2 si,
respectiv, pentru n=2 si m=1. Aceste reprezentari grafice ilustreaza totodatd si capacitatea
blocurilor Simulink utilizate de a furniza on-line informatii cantitative ce caracterizeaza
progresul antrenarii. Mai subliniem ca elemente importante in constructia modelului neuronal
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faptul ca in toate situatiile de convergentd a parametrilor coeficientul termenului in 2’ al
numadratorului (in exprimarea sub forma de functie de transfer) rezultd numeric nul (raportat la
precizia de calcul).

Tabelul 6.4.1. Prezentare sintetica a rezultatelor antrenarii pentru opt teste de identificare
selectate ca relevante pentru sectiunea 6.4.1.

Cazul (a) - Iesire neperturbata

d | n | m]| J150) Exprimare sub forma de functie de transfer

15| 2 1 107 Parametrii nu converg la valori stationare

15 06377271 +0.6102272

15121 2 107 :
1-1.872z7' +0.8751z72

1513 ] 2 107 Parametrii nu converg la valori stationare

15 0.637827140.9392272 +0.31482 3

1-1.3562z"" —0.0907 2 +0.45152>
_ _-15__0.6378(z+0.5160)(z +0.9566)

T (@+0.5159)(z —0.9665)(z — 0.9054)

1503 |3 107

Cazul (b) - Iesire perturbata

d | n | m J(150) Exprimare sub forma de functie de transfer

15| 2 1 107 Parametrii nu converg la valori stationare

0.637z71+0.6158272

1502 (2] 10° z P —~ —
1-1.8711z"" +0.8742z

1513 ] 2 107 Parametrii nu converg la valori stationare

15 0.6378271+0.9448272 +0.3144273

1-1.3552271-0.09227%2 + 0.452123
_ _-15__0.6378(z+0.5048)(z +0.9766)

"7 (2+0.5167)(z—0.9043)(z — 0.9676)

15| 31| 3 107

Redundanta in stabilirea numarului de regresori conduce la aparitia perechilor pol-
zerou cu valori numerice identice (raportate la precizia de calcul), fapt ilustrat in tabelul 6.4.1
pentru n=m =3 in ambele cazuri (a) si (b).
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NN Model Parameters NM Model Parameters

o 50 100 150
Tirme [5]

a b
Figura 6.4.2. Evolutia parametrilor retelei neuronale pentru exemplul din sectiunea 6.4.1.4
corespunzand unui interval de 150 secunde: a) Cazul n=2 §i m=2 (parametrii converg),
b) Cazul n=2 si m=1 (parametrii nu converg).

B. Constructia unui model neliniar

Exemplul prezentat in continuare ilustreaza utilizarea blocului MLP_N_ID 1in identificarea
unui model neliniar de tipul (6.1.1) cu perioada de esantionare 7 =1 secunda. Procesul ce
urmeaza a fi identificat este simulat in Simulink pe baza urmatoarei ecuatii cu diferente
(recomandata in literaturd ca exemplu relevant pentru identificare neurala (Liu, et al., 1998)):

k=25 Yk=2)yk=1) 0.3cos(0.5[ (k=) + y(k=2)]) +1.2u(k—1). (6.4.3
) =2 ks oy s (0D y =) 2uk ). (643)

pll ]
parametrii
M {ulk] Param | param
Band-Limited i
White Noise Unit Dalay MLF_N_ID
1
¥ i ¥Ik] Er pll]
q z
Unit Delay1 = o
z

MLF Neural IDentifiar

Unit Dalay2
! M/
z
Gain Aandom
Number
.I—D fiu)

Figura 6.4.3. Schema Simulink de identificare a modelului neliniar corespunzator
exemplului din sectiunea B.
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Figura 6.4.3 prezintd diagrama Simulink utilizatd pentru identificare. Semnalul de
intrare este de tip ,,zgomot alb” adecvat ales. Toate cazurile ce vor fi comentate (extrase dintr-
un set amplu de teste) se refera la aceleasi conditii de antrenare on-line cu Ny= 200 esantioane
in functia obiectiv J din (6.1.9), utilizdnd algoritmul Levenberg-Marquardt. Criteriile de
oprire a antrendrii au fost fie atingerea unui numar maxim de 100 epoci/fereastra sau o
acuratete de aproximare £=10" pentru functia obiectiv (6.1.9). Stratul de intrare contine 10
neuroni sigmoidali. Rezultatele obtinute pentru d=0, m>1, n>2, in (6.1.1) sunt
comparabile, din punct de vedere al acuratetei, pentru cazurile (a) si (b) avand valori de
ordinul 10~ pentru J(250) in cazul (a) si respectiv 10~ in cazul (b). Cazurile cu d, m, n ce nu
indeplinesc conditiile mentionate anterior pot fi usor separate ele furnizdnd valori pentru
J(250) de ordinul 10" — 107,

Pentru a ilustra calitatea modelului neural rezultat din identificare, figura 6.4.4
prezinta grafice comparative pentru raspunsul procesului si a modelului pentru o intrare
sinusoidalda cu amplitudinea 0.7 (figura 6.4.4.a) si un semnal de intrare aleator, uniform
distribuit in intervalul [-1,1] (figura 6.4.4.b). Parametrii modelului neural sunt cei obtinuti in
situatia (b) cu d=0, m=1, n=2 (adicad numarul minim de regresori 1n (6.1.1) capabili sa asigure
valori favorabile pentru J(250)). Semnalele de test utilizate nu au fost ,,vazute” in timpul
identificarii. Folosirea numarului exact de regresori prezenti in ecuatia (6.4.3) (d=1, m=0,
n=2) nu a adus imbundtitiri vizibile in acuratetea de aproximare a modelului obtinut in
comparatie cu o serie de teste nedetaliate in aceasta lucrare.

Outputs

Outputs
o
o
—

0 50 100 150 200 250 300 380 o 50 100 150
Time Time

a b
Figura 6.4.4: Grafice comparative cu raspunsurile procesului (linie continua) si modelului
neural MLP (linie intrerupta): a) intrare sinusoidala de amplitudine 0.7;
b) semnal aleator uniform distribuit in [-1,1].

In general vorbind, testele efectuate au aritat ci modelele neurale nu sunt afectate
semnificativ de folosirea regresorilor suplimentari in comparatie cu folosirea numarului exact
de regresori specificat anterior. Totusi, redundanta creste complexitatea modelului neural fara
nici un beneficiu real, de aceea e preferabil de cdutat un model apropiat de cel minimal.
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6.4.2. Exemplu de utilizare a controlului predictiv bazat pe model neural

Modelul neliniar identificat in sectiunea precedentd, corespunzator sistemului descris de
ecuatia cu diferente (6.4.2) este utilizat In continuare pentru a proiecta un controller predictiv
pentru acest sistem utilizdnd blocul PRED _CTRL. Schema Simulink utilizatd este prezentata
in figura 6.4.5. Parametrii utilizati de algoritmul de control predictiv au urmatoarele valori:
orizontul minim de predictie N; =1, orizontul de predictie N, =3, orizontul de control

N,, =2 ,factorul de ponderare A =0 si valoarea initiala a intrdrii u;; =0.

¥ (k1)

¥

u_ctrl E -
1—> fiu) =I ]

Flant
=y FRED_CTHL U k-1 out rs. raf

| =

¥

M

ref

Prediztive Controllar

Figura 6.4.5. Modelul Simulink utilizat pentru controlul predictiv al
sistemului neliniar (6.4.2).

Figura 6.4.6 ilustreaza urmarirea unei referinte sinusoidale, cu amplitudine 1, faza 0,
offset 0,2 si frecventa 0,005 Hz, iar figura 6.4.6 urmarirea unei referinte de forma unghiulara,
cu valori cuprinse in intervalul [-1,1].

Urmarire referinta sinusoidala

15

05

Figura 6.4.6. Grafice comparative ale unei referinte sinusoidale si a iesirii
sistemului neliniar controlat de un regulator predictiv.
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Urmarire referinta unghiulara

time [s]

Figura 6.4.7. Grafice comparative ale unei referinte unghiulare si a iesirii
sistemului neliniar controlat de un regulator predictiv.

Pentru aprofundarea notiunilor prezentate in acest capitol se recomanda studierea
problemelor cu solutii analitice 7.17 — 7.20 si a problemelor cu solutii numerice 8.17, 8.18.



Capitolul 7

PROBLEME CU SOLUTII ANALITICE

Problema 7.1.

Se considera un neuron cu o singurd intrare, cu functia de activare liniard. La intrarea
neuronului se aplica semnalul x(¢) =cos@t. Sa se determine parametrii neuronului in cazul

cand la iesire se obtin semnalele:

a) y(t)= cos? %t ; b) y(t) = —cos? %t ;
c) y(t)= sin’ %t; d) y(t)= —sin? %t

Indicatii si rispunsuri:

Cu notatiile din figura 2.1.1, pentru un neuron cu ponderea w, deplasarea b si functie de
activare liniard, o(u)=u, dependenta iesirii y a neuronului de intrarea x a acestuia este
descrisa de:
y(x)=oc(u(x))=wx+b, VxeR.
a) Relatia precedenta devine:

2 Wt

y()=wx()+b,Vte R < cos 7:wcosa)t+b,VteR.

Tinand cont ¢ cos w? =2cos” (wt/2)—1, rezulta:

2w=1

1
cosza)—tzw[Zcoszw—t—l}+b,WeR = = 2
2 2 —-w+b=0 l

2
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b) Similar, se ajunge la:

1
) @t 2 @t 2w=-1 W__Z
—cos"—=w|2cos"——1|+bh,VIeR = =
2 2 -w+b=0 b——l
2
¢) Utilizand relatia y(¢) =sin’ (wt/2) =1-cos* (01/2), rezulta:
_ 1
2 Wt ) Wt 2w=-1 W= E
l-cos“—=w|2cos“"——-1|+bH,VieR = =
2 2 -w+b=1 1
b=—
2
d) Analog cazului c¢) se obtine:
1
) ot ) ot 2w=1 )
—1+cos“—=w|2cos"——-1|+b,VteR = =
2 2 -w+b=-1 1
bZ—E

Reprezentdrile grafice cerute in enuntul problemei se obtin imediat.

Problema 7.2.

Se considerd un neuron cu o singurd intrare si functia de activare treapta unipolara, la intrarea
la intrarea caruia se aplica semnalul x(z) =sin2z¢, ¢>0. Sa se exprime analitic si sd se

reprezinte grafic semnalul de iesire y(¢) in urmatoarele cazuri:

@ w=1,b=0; (@) w=-1,b=0;
(@) w=1,b=1; vy w=-1,b=1;
vy w=1,b=-1; i) w=-1,b=1.

Indicatii si rispunsuri:

lesirea neuronului este datd de y(t) = o (wx(¢)+b), unde o este functia de activare de tip

W) 0;u<O,
o(u)=
I; u=>0.

treapta unipolara:

Se obtine astfel

)= {O, dacd wsin2zt+b<0,
1, daca wsin2zt+b>0.
I, te[0,1/2]+k, keZ,
0, Inrest;
I, te[l/2,11+k, keZ,
0, n rest;
(@) w=1si b=1= y(t)=ofsin2zt+1]=1,VteR ;
vy w=-1sib=1= y(t)=o[-sin2zxt+1]=1,VteR ;

@) w=1sib=0 :y(t)za(sin27zt):{

(i) w=—15i =0 :>J’(f)=O'(—sin27zt):{
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Lt=k+1/4, keZ,

b

(v) w=1s1 b=—1= y(t)=o[sin 2zt —1] :{ .
0, in rest;

1, t=k+3/4,keZ,

(vi) w=—-1s1 b=—-1= y(t) = o[—sin2xt —1] :{ .
0, In rest.

Reprezentdrile grafice cerute in enuntul problemei se obtin imediat.

Problema 7.3.

Se considera un neuron cu doud intrari si functia de activare de tip treapta bipolara. Vectorii
de la intrarea neuronului sunt de forma: x =[x, x,]" eRZ.

Planul (x;,x,) poate fi separat in doud semiplane in functie de valorile iesirii y a retelei
astfel: intr-unul din aceste semiplane y =—1, iar in celalalt y =1.

Sa se determine parametrii neuronului astfel incat sa aiba loc urmatoarele separari:

A AX2

S <h\/ D) (-1
X1 iCl 7 X1

/ —— >
EDNN / 1)

@ ® (©

A . xn A .
o (1
| (+]) 5 )
\ > / I 0 R
= = =
=D 1) 1)

d @© ©®

Figura 7.3.1. Separarea planului (x;,x, ) in regiuni.

Indicatii si raspunsuri:

Expresia functiei de activare de tip treaptd bipolara este:

{—1, u<0,
o(u)=

1, u>0.
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Cu notatiile din figura 3.1.1, vectorul ponderilor w=[w w,]e R™? i deplasarea
b € R, pentru neuronul cu doua intrdri se obtine iesirea:
V(x,x)=—1 & wx; +wyx, +b<0,
(X, %) =+1 <& wpx+wyxy +520.
Ecuatia dreptei care separa planul (x;,x,) in cele doua semiplane in functie de valorile
iesirii y a retelei este
WX +wyx, +b=0. (S)

(a) Ecuatia dreptei de separatie este x, =0, Vx; € R. Inlocuind in (S) se obtine
wx;+b=0, Vx; € R, de unde rezultd w; =0, b=0, astfel ca u =w,x,. Din figura (a) se
observa cd pentru x, >0 iesirea neuronului are valoarea y =-1, care corespunde lui u <0,
echivalent cu w,x, < 0. Rezultd ca separarea planului (x;,x,) in modul prezentat in figura (a)
poate fi realizatd de un neuron pentru care ponderea w, are o valoare negativa arbitrard

W2<O.

(b) Analog rezultd ca w, =0, b=0. Se observa cd x; <0 pentru u <0, de unde se

obtine w; > 0.

(c) Ecuatia dreptei de separatie este x, = x;, x; € R. Inlocuim pe x;, x, in expresia lui
y si obtinem: wyx; +wyx, +56=0,(V)x;=x, =x€ R= (W +w,)x+b=0,(V) x€ R. De aici
rezultd cd w; =-w,;b=0. Pentru x,=0 si x, >0 avem y=-1, de unde rezultd ca

Whr Xy <0,deCi Wy <0.

(d) Ecuatia dreptei de separatie este x, =—x;, x; € R. Similar cazului (c) se obtine
W =W, >0, b=0.

() x; =1x+2, x; €R, ceea ce conduce la w; =—1w,, b=-2w, . Pentru x; =x, =0

iesirea neuronului trebuie sa fie +1, astfel ca w, <0.

(f) Ecuatia dreptei de separatie este x, =—x;—2, x; € R, de unde rezultd w; =w, si

b =2w, . Pentru x; = x, =0 iesirea neuronului trebuie sa fie +1, astfel cd w, > 0.

Problema 7.4.

Se considera un perceptron cu o singurd intrare §i functia de activare unipolara. La intrarea
acestuia se aplica vectorii prototip: x=1, x*=3,x*=0.

Se definesc vectorii eroare: €' =z' — yi ,i=1,2,3, pentru vectorii tinta 2, i=1,2,3,
asociati celor 3 vectori prototip.
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a)  Sa se discute In planul parametrilor retelei (b — abscisa, w — ordonata) valorile luate de
erorile ¢’ , 1=1,2,3 si sa se precizeze regiunea pentru care se realizeaza =0 , e? =0 ,
e =0.
Se vor avea in vedere urmatoarele doud seturi de valori ale vectorilor tinta:
() z'=0,z2=1,2=0;
(i) 2' =0, 2% =1, 2 =1.
b)  Sa se explice diferentele dintre rezultatele obtinute in cazurile a) si b) de la punctul I.

Indicatii si rispunsuri:

; . ; — 0, u<O,
I) Erorile sunt date de €' =z' —o(wx' +b), i=1,3,cu o(u) = {1 50
, u>0.

a) Pentru vectori tinta: 21=0,22=1,21=0,se obtine
{ {O, w+b<0, {O, 3w+b20, 4 {0, b<0, weR,
e =

“ Tl wabz0: © L 3wab<o: _1,b>0, weR.

Regiunea pentru care se realizeazi e' =0, e’ =0, & =0 este prezentata in figura 7.4.1.

A

el=-1 ¢2=0

Figura 7.4.1. Reprezentarea grafica a regiunii din planul parametrilor pentru care

e'=0, =0, =0 pentru vectorii tinta din cazul (a).

b) Pentru vectori tinta: 2= 0, 22 = 1, 2= 1, rezulta
| {0, w+b<0, {0, 3w+b20, 4 {O, b>0, weR,

“ T2l wabzo: L 3w+b<0: |l b<0, weR

II. Diferentele dintre cele doua cazuri sunt datorate modificarii vectorului tinta 2.
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Problema 7.5.

Se considerd functia logicd XOR avand tabela de adevar si reprezentarea grafica din figura
7.5.1. Functia stabileste apartenenta vectorilor x =[x x,]", x.x, €{0,1}, la doua clase
definite prin ¢, ={(x,x,) € P| x; ®x, =0} si ¢ ={(x,x;) e P| x; ®x, =1}.

Sa se arate ca cele doua clase pot fi separate cu ajutorul unei retele perceptron cu 2
straturi, avand 2 neuroni in stratul de intrare.

)
X1 Xy X1 ® Xy 1 []-...:’:’:‘;‘; ..... ° %0
0o 0 R
01 1 T %
110 1 |
O e n >
1 1 0 O (go ., 1 X
(a) (b)

Figura 7.5.1. (a) Tabela de adevar si (b) reprezentarea grafica a functiei logice XOR.

Indicatii si raspunsuri:

Se utilizeaza exprimarea functiei XOR sub forma echivalentd x; @ x, = (x; Axy) vV (3 A Xy) .
Pe stratul de intrare plasdm 2 neuroni care implementeazd functiile logice x; Ax, respectiv
X; AX,. Stratul de iesire va contine un singur neuron cu 2 intrdri ce implementeazd functia

OR. Tinand cont de chestiunile prezentate in exemplul 3.1.1 se obtin urmatoarele valori:

— pentru neuronul 1 de pe stratul de intrare: wll’l =1, wll,z =-1, bll =-0.5;
— pentru neuronul 2 de pe stratul de intrare: wéjl =-1, w%}z =1, bé =-0.5;

— pentru neuronul de pe stratul de iesire: w12 = w% =1, b*=-0.5.

Problema 7.6.

In planul R? se considera urmatoarele doud perechi de puncte (x;,z;), i=1,2: (0,0), (1,2).
a) Sd se determine ecuatia unei drepte de forma y=wx+b care trece prin punctele

(x;,z;), i=1,2.
b) Se considerd un neuron liniar cu o singurd intrare unde se prezintd valorile x;, x,.
Neuronul este conectat cu un comparator (ca in figurd) care furnizeaza valorile:
eg=z1—f(x), eo=z,—f(x), atunci cand pe intrarea cu (+) a comparatorului se

prezinta z;, respectiv z,.
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Se considera eroarea patraticd globala J :elz +e§, ca functie de care depinde de

parametrii neuronului w si b.
(1) Sa se reprezinte grafic suprafata J(w, b).
(i1) S& se arate ca aceasta suprafatd poseda un singur punct de minim global si sd se
precizeze valorile w*, b* corespunzatoare acestui punct.

X1, X2 + Ui, U Y1, V2
- B
1 ‘ o(u)=u
— | b
21, 22

Figura 7.6.1. Schema bloc pentru generarea semnalelor de eroare din problema 7.5.

Indicatii si raspunsuri:

a) Ecuatia dreptei de forma y =wx+b ce trece prin punctele date se determina din relatiile:
0=0%w+b w=2
=
2=w+b b=0
b)  Pentru neuronul liniar cu o intrare, y(x;)=wx; +b, ¢ =z; —(x;w—>b), i =1,2. Eroarea
patratici globald este J(w,b) = ef +e5 =b> +(2—w+b)* =2b* + 4+ w? —4w+4b—2wb.
(1) Punctele de extrem ale functiei J se determind egaland cu O derivatele partiale ale

acesteia in raport cu cei doi parametri, S—J =2w—4-2b si Z—Z =4b+4-2w, ceea ce conduce
w

la sistemul

2w—4-2b=0 2w—2b=4 b* =0
-~ =
4b+4-2w=0 2w+4b=—4 w' =2
Matricea Hessian a functiei J in punctul 5* =0, w* =2, este
*J 0%
I ow?  Owob _ 2 2 .
o°J o*J | L2 4
obow  ob>

Deoarece valorile proprii ale lui H sunt 4, =3++/5>0, matricea H este pozitiv

definita. Rezultd ca punctul 5* =0, w" =2 este punct de minim global al functiei J.

Problema 7.7.

Se considerd amplificatorul operational din figurd, unde x;,x,,...,x, sunt semnale de intrare,
iar y este semnal de iesire.



Capitolul 7. Probleme cu solutii analitice 83

Sa se modeleze functionarea amplificatorului utilizdnd o retea neuronald cu functii de
activare liniare (se va dimensiona reteaua si se vor preciza valorile parametrilor).

R
Ri
i -
Yy
oy R |
Xn Ru

Figura 7.7.1. Schema bloc a unui amplificator operational cu n intrari.

Indicatii si raspunsuri:

Functionarea amplificatorului operational este descrisa de ecuatia:
n

o2
i1 R R
unde x;, i=1,n, si y reprezintd tensiunea de la intrarea i, (i=1n) si, respectiv, iesirea
amplificatorului operational.
Legatura dintre iesirea y a unui neuron liniar si cele # intrari ale sale este:

n
Y= z x;w;+b.
i=1
< < o - o . R .
O retea neuronald formata dintr-un neuron liniar cu # intrdri cu parametrii w; = ) s

1

b =0 va modela functionarea amplificatorului operational.

Problema 7.8.

Se considera un neuron cu o singurd intrare si functia de activare liniara. Pentru ce valori ale
parametrilor neuronului iesirea acestuia aproximeaza, in sensul celor mai mici patrate, functia
@ cunoscutd in urmatoarele 3 puncte: ¢(-1)=-1, ¢(0)=0, ¢(1)=2

Indicatii si raspunsuri:

Notam x; =-1, x, =0, x3=1,51 z; =@(x;), i=1,2,3.
Pentru neuronul liniar cu parametrii w i b, notdm y; = o(wx; +b), e; =z, —y;, i=12,3.
Parametrii neuronului vor fi determinati astfel incat sa fie minimizata eroarea patratica:

3
Jw,b) =Y e =(~1+w=b)" +(-b)* +(2—w—b)* =2w* +3b* —6w—2b+5.
i=1
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Punctul de minim al functiei se obtine ca solutie a sistemului de ecuatii:

8J_0

P 4w—-6=0 =3/2
ow N w N w

oJ 0 6b-2=0 b=1/3
ob

Se calculeaza matricea hessian si se observa cd este pozitiv definita, deci J are un unic punct
de minim (global).

Problema 7.9.

Se considerd un neuron cu o singurd intrare si functia de activare ¢ derivabila. La intrarea
neuronului se aplicd xR, iar y € R este comparat cu z e R dat (fixat), furnizand eroarea

. Dy . 1
e =z —y conform figurii. Se considera functia: J = 562 .

zeR dat (in domeniul
de valori al lui o)

dat xeR + uelR veR
= W | — o | — — ¢ masurat
f -
weR T c:R->R
1
—=| b
beR

Figura 7.9.1. Schema bloc pentru generarea semnalelor de eroare din problema 7.9.

a) Sa se exprime o si o in functie de e, x si o'(u).
ow  0b
b) Sa se exprime o'(u) ca o functie de argument y.
c) Folosind rezultatele obtinute la subpunctele a) si b) sa se exprime 2—'] si Z—i ca depinzand
w

de e, x si valoarea unei functii de argument y.

Indicatii si raspunsuri:

8_J_8J Oe 0o Ou

———————eo:(u)x
a) J(w,b):le2 :l[z—a(wx+b)]2 N ow Oe 0o Ou Ow
2 o] aJ e 0o ou .
—=————=—¢0 (u)
ob 0Oe 0o Ou ob
9o _0o ou
0 15 '
py & y L Oo_ 1 o) = 1'
a—6—1 ou  Ou (Invo) ()

oy - oy
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oJ

| o=
¢) Notand f(y) =————, rezulta
(Invo) (y) a_‘] =—ef ()
ob

Problema 7.10.

Se considera functia c:R >R, y=0o(u). Sa se exprime o'(«) ca o functie de y pentru

urmatoarele situatii:
a)  o(u)=logsig(u),
b)  o(u)=tansig(u).

Indicatii si rispunsuri:

a) o(u)= 1_ =y = 0'(u) =;, ,cu Invo(y)= ln(ij = 0"(u) =y(1-y)
l+e™ (Invo) () 1-
u __ —u , 1+ ,
b) o(u) = Z” +Z_” =y = o= T cu Invo(y)=1In (ﬁj = o(u)=1-)?

Problema 7.11.

: 1 F
a) Se considerd F:R" - R, F(x)= ExTx. Sa se demonstreze ca: Z— =x'.
x

b) Se considera functia F:R" ->R", F(x)=a—x, cu acR" un vector constant. Sa se

. OF 9 . . .
demonstreze cd: — =—1,, unde I, noteaza matricea unitate de ordinul #.

ox
|
¢) Se considera functia f:R" ->R", f(x)=Ax,cu A=| : |, a eR™ ., k=1n.Sise
an
calculeze matricele Jacobian {%}, k=1n.
k

Indicatii si rispunsuri:

n
a) F(x)=%2xi2 cu x =[x x, ...xn]T.
i=1

oF _

. oF [6F OF OF
Li=ln, = = —
ox;

= — cee—— | = = T
ox | ox ox, axj Lo xp oo, ] =
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a

b) F(x)=| 2 |-

ay

oF
Oox

) f(x)=Ax, f(x)=|.

Cu notatiile a; =[a;

oh 9

axl Oox )

9 o

axl 5)62

Yo Un

L 8xl aX2

x| a; —x fi(x)

X ar —Xx X

.2 = 2. 2 = fzg ) , cu f;'(x):al'—xi,izl,n.

Xn a, —Xx, fn(x)

9N

o -1 0---0

% 0 -1---0

a.xn = . . :_Il’l

' 0 0---—1

I

ax}’l_
[a, a,x
a a,x

lx, apeR™, k=Ln = f(x)=|."

L 45 a,x

_ r '
ag...a}l, k=1n, x=[x x,---x,] ; se obtine:

o 9 o |
da, Oa} oay
oh A P [0 0 0]
1 2 n
o i a| o 00 oy,
g - | T k=T
oap | U W . i XX Xy
1 2 n . . O(n—k)xn
Oa, Oaj Oay : :
10 0 0 |
Do Y .. I
| day  Oa} oay; |

Problema 7.

Se considera un neuron liniar cu o singurd intrare si un neuron tansigmoidal cu o singura
intrare, ambii avand deplasari nule. Intrarea neuronilor este comuna, notata x, iar iesirile lor

12.

sunt conectate la un comparator, furnizand e(x), ca in figura:

Sa se discute solutiile ecuatiei e(x) =0 pentru w; e R, w, e R (solutiile nu se vor calcula

efectiv!). In planul parametrilor (w;, w,) — cu w; abscisd si w, ordonati — se vor delimita

regiunile care contin numere diferite de solutii distincte.

Hi(x)

| A®)

Jn(X)
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Vi
Wi |—=| liniar
* e(x)
——
W2 —— tansig :
2

Figura 7.12.1. Schema bloc a generarii semnalelor de eroare din problema 7.12.

Indicatii si rispunsuri:

X —X

e —e , 4
e(X) = () =X =w x-—w——0F = X)) =W Wy ———

e +e (e"+e ™)
Pentru a discuta solutiile ecuatiei studiem semnul lui €'(x).

W .
Cazul 1. Daci — <0 atunci €(x) are semn constant pe R .
w2

a) Daca w; >0 si w, <0 atunci €'(x) >0 si e(x) este strict crescatoare pe R, de la —o la
+00 . Ecuatia e(x) =0 are o singur solutie.
b) Daca w; <0 si w, >0 atunci €'(x) <0 si e(x) este strict descrescatoare pe R, de la +o

la —co. Ecuatia e(x) =0 are o singur solutie..

. W : . . . .
Cazul 2. Daci —2 >0 atunci ecuatia ¢'(x) =0 are solutii, ceea ce arati ca functia e(x)

W
are puncte de extrem (de minim sau de maxim).
. . 4.-w _ 4.w
Din €'(x) =0 se obtine w; =— _2x > < (F+e¥)? =12
(e"+e ) w

. _ w _ w
Rezulti ¢* +¢ ¥ =2 [—2 sau e* +e ¥ =2 =2 .
W W

_ w,
a) e"+e F =2 |2
m

< o . 1 w w 9 .
Notdm e* =t si obtinem relatia # +-=2 /—2 = 2= /—2 +1=0. Se rezolva ecuatia de
t W W

b) e*+e =2 /&
i

N . 1 w w - .
Notdm e* =¢ si obtinem relatia ¢ +- = —2¢ /—2 = 242 /_2 +1=0. Se rezolva ecuatia de
t W w

vvvvv

vvvvv



88 Aplicatii ale retelelor neurale in automatica

Problema 7.13.

La intrarea unui neuron tansigmoidal se aplicd vectorul prototip x € R pentru care vectorul
tinta este z =1. Se calculeaza vectorul delta ¢ aferent perechii (x, 1) si se obtine 6 =1. Sa se
determine parametrii neuronului care conduc la aceasta solutie.

Indicatii si raspunsuri:

u __—u
Fie functie de activare: o(u) = eu—e_u. Vectorul delta aferent perechii (x,1) este 0 =1.
e +e
2" \ . 4
Eroareaestc e=z—y=z—oc(u)=——— si  =ge=0 (u)e, cu o (u) =— =

5= ge ™

=————.Din 5 =1, rezulta 8e " = (" +e™*)?, care se rezolvi in raport cu " .
(e"+e ™)

Problema 7.14.

1,3: (-1,-1/2), (0,0),

Se considera urmatoarele trei puncte de forma (xi,zi) € ]Rz, i
(L1/2).
a. Sa se arate ca existd @,p € R astfel incat functia g(x)=sin(wx+¢) trece prin cele trei

puncte date.
b. Sa se arate ca existd ponderea w si deplasarea b pentru un neuron liniar, w,b € R, astfel

incat functia sa intrare-iesire trece prin cele trei puncte date.
c. Sa se arate ca exista ponderea w si deplasarea b pentru un neuron tansigmoidal, w,b e R,

astfel incat functia sa intrare-iesire trece prin cele trei puncte date.

Indicatii si rispunsuri:

sin(—w+¢@)=-1/2,
a) Se ajunge la sistemul de ecuatii {sin(@)=0 = P=kr,keZ
sin(w+¢) =1/2

Tinand cont de simetria si periodicitatea functiei sinus se obtin doua solutii:

) (1) T ) (lj Vs
o =arcsin| — |[=>w=",si @ =arcsin| — |=>w="—.
2 6 2 6

-1/2=-w+b
b) In cazul unui neuron liniar se ajunge la sistemul de ecuatii {0="5 = {i)::(i /2
1/2=w+b
e —e™
¢) Pentru un neuron tansigmoidal avem: u =wx+b, o(u) = m. Cu notatia " =a >0,

rezulta:
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— 2_
qp=tVa T 2?2310 a= L
a+1/a at+1 NE)
— 2_
1p=7la Tl 0 0?3043
a+1/a a2+1
:a_l/a:>0:a2—1:>a=1
a+l/a
—In(v3)=-w+b 5
In final se obtine ln(\/§)=w+b {w:ln( 3)
In(l)=0="b b=0

Problema 7.15.
Se considera trei puncte de forma (xi,zi) eR%,i=13: (-1, -1/2), (0,0), (1, 3/4).

a.(i). Sa se arate cd nu existd @, € R astfel incat functia g(x) =sin(wx+ ) sa treaca prin

cele trei puncte date.
. . . L 1< N :
(i1). Se cautd functia g(x) care minimizeazd J (co,go)zEZ[g(x’ )z } . Sa se scrie
i=1
iteratia generald a algoritmului de gradient care minimizeazd criteriul J (@, ), sub

forma: {a}new} :F(|:a)oldj|j
Prew Pold
b.(1). Sa se arate cd nu existd ponderea w si deplasarea b pentru un neuron liniar, w,b e R,
astfel incat functia sa intrare-iesire f(x) sa treaca prin cele trei puncte date.

y 3 o 1Q TP s o
(ii). Se cautd f(x) care minimizeaza J(w,b)= EZ[ f(x)—- z’] . Sa se scrie iteratia
i=1
generald a algoritmului de antrenare a neuronului.
c. Se reia punctul b pentru un neuron tansigmoidal.

Indicatii si raspunsuri:

a.(1). Demonstram prin reducere la absurd, tinand cont de paritatea functiei cosinus (para).

Se ajunge la
sin(—w+ @) =—1/2 = sin(w — @) = sin(w) cos(—¢) + cos(w) sin(—¢) = sin(w) cos(—p) =1/2
sin(p)=0=>@p=kr,keZ
sin(w + @) = sin(@) cos(¢) + cos(w) sin(@) = sin(w) cos(p) =3/ 4

=3/4=1/2 (F)= nu existd o,peR astfel incat functia g(x)=sin(wx+¢) si treacd

prin cele trei puncte.
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. . g . . J
(i1). Relatiile corespunzitoare unei iteratii sunt: @, = @4 +77% » Poew = Pold +77%,

3 . . . . . . . .

unde J:ZJ’ ,cu J' =%(e’)2, =y -z =g(x"-z7,i=1273.
i=1

Se obtine:

e ] G P O P
olfg]) S )
i R R G Pl R S I e O

J{sin[[l 1]{%“D—3/4 cos[[l 1]{w°1dD
Pold Pold

Similar se rezolva punctele b) si ¢) ale problemei.

Problema 7.16.

Se considera sistemul din figura de mai jos:

X

Figura 7.16.1. Schema bloc a generarii semnalelor de eroare din problema 7.16.

in care (x’ ,Z" ) e R? , =1, N, sunt perechi cunoscute de numere reale, 4 si B sunt doud valori

reale cunoscute, iar NN este un neuron cu functia de activare sigmoidald, ponderea w si

deplasarea b.
N

. . 1 \2 TSI . y .
Fie functia de cost J = —Z(e’ ) care trebuie minimizata in raport cu w si b. Sa se scrie

i=1

. . . . . Whew Wold :
o iteratie a algoritmului de gradient de forma { } =F ([ D pentru cazurile:
new bold
a. functia de activare a neuronului este logsigmoidala;
b. functia de activare a neuronului este tansigmoidala.

Indicatii si raspunsuri:

Se aplica relatiile din paragraful 5.2.2.
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Problema 7.17.

S& se reprezinte urmatoarele sisteme discrete sub forma unei retele neuronale dinamice
constituita dintr-o ADALINE si intarzierile adecvate:

z°-03z%
1-0.5271+0.062 72

2 G (z)=10FNED 6 o)
=2 )=3)

b222 +b12 + bo

C) G3(Z): N ai,bjio, i:0,3, ]20,2,

Cl3Z3 +a222 +Cllz+a0
d) G4(2)=27G5(2).

Indicatii si rispunsuri:

22 -1 1 1-z72
a) Gi(2)=10————=Gy(z ) =10
2 5 1 5 0,1 o
zi——z+ l-—z " +—z
6 6 6 6
y[k] depinde de: y[k—1], y[k—-2], u[k], u[k—-2].
-5 -6
z - —0.3z
b) G,(z)=
) &)= 0T 0062
y[k] depinde de: y[k—1], y[k—2], u[k—5], u[k—6]
3 -1 -2 -3
C) G3(Z_1)= z (b22 +bIZ +b()Z ) , ai,bji(), i:O,3, j:O,2

2 (az + azz_1 + alz_2 + aoz_3)
VIk] depinde de: y[k—1], y[k—2], y[k—3], ulk—-1], u[k—-2], u[k 3]
d)G,(z)= Z_3G3 (z)
ylk] depinde de: y[k—1], ylk—2], y[k—3], ulk—4], ulk—5], ulk—6]

Problema 7.18.

Se considera reteaua neuronald cu dinamicd externd din figura 7.18.1, unde reteaua
ADALINE are parametrii:

w=[2 0 -18 5 -1],b=0,
iar q_l noteaza operatorul de Intarziere in domeniul timp.

a.  Sase determine functia de transfer a retelei.
b.  Sase discute stabilitatea IMEM in functie de valoarea parametrului 7 € R.

c.  Pentru valorile lui 77 pentru care sistemul este stabil IMEM sa se arate ca exista retele
dinamice cu o configuratie mai simpla care realizeaza acelasi transfer intrare-iesire $i sa
se reprezinte grafic aceste configuratii.

Indicatii si raspunsuri:

a)  Pentru reteaua ADALINE cu parametrii w=[2 0 -18 7 -1] si b=0 se obtine

ylk]=wulk]+wyulk =11+ wyulk = 2]+ wyy[k = 1]+ wsy[k =2]+b =




92 Aplicatii ale retelelor neurale in automatica

= k] = 2u[k]—18u[k — 2]+ ny[k —1]- [k - 2] <
N (1—772_1+z_2)y[k]=(2—182_2)u[k].

-2 2
Rezulta G(z™1) = % = G(z2)= ﬁ
l-nz" +z z-—nz+1

ulk] _______

A
D
> 47! A k
q > L k]
I
N
E

Figura 7.18.1. Reteaua neuronala dinamica considerata in problema 7.18.

b)  Un sistem dinamic in timp discret este stabil IMEM daca si numai daca toti polii sunt
plasati in interiorul cercului unitate. Polii retelei neurale cu dinamicd externa sunt solutiile

n=t JA
5
1. Dacad 7 € (—o0,-2]U[2,0) = A > 0 ecuatia va avea solutii reale si una dintre radacini

ecuatiei: 22— nz+1=0. Cunotatia A = 772 —4, polii lui G(z) sunt z;,, =

va fi supraunitara in modul.

_n+A _n VA _n=A _n_JA

AT Ty AT T T
=z 21,

=z<-1
776[2,%)3%6[1,00) ne(—oo,—2]:ge(—oo,—l]
In aceste situatii sistemul nu este stabil IMEM; cu exceptia cazului in care polul care nu este
pozitionat in interiorul cercului unitate este egal cu unul dintre zerourile sistemului.
Zerourile sistemului sunt solutiile ecuatiei: 2(z2 -9)=0=2(z-3)(z+3)=0
Se observa ca:
__nrdA_g
2 2 2

(1)

:g+%:3:>77+\/772—4:6

n e[2,oo)jge[l,oo)

21:3
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1
776[2,6)2772—4:n2—1277+36:>1277:40:>77=?0

2
n—\n 4:77+77 6:77_3:1

Polul sistemului este: p = 5 5 —<1
n-~NA n A

ATy T i

- n ~NA [2

) ne(—oo,—z]:ge(—oo,—l] 2 2 TN
Zl=_3

2 2 10
ne(-6,-21=>n"-4=n +1277+36:>1277:—40:>77:—?
2_
Polul sistemului este: p:77+ ;7 4:77+727+6:77+3:_§>_1

2. Dacad ne(-2,2)=A<0 sistemul va avea poli complex conjugati cu parte reala

ntjv-A
2

subunitard in modul. Pentru ca sistemul sa fie stabil IMEM polii z, , = trebuie sa

fie satisfaca inecuatia (Re(zl-))2 + (Im(zl-))2 <1, adica

5 —\2
(zj +[4—772J <1<:>M<1<:>1<1(F)
2 2 4
In acest caz sistemul nu este stabil IMEM ci se afl la limita de stabilitate.
Daca n € (—o0,-2]U[2,0)—{-10/3,10/3} = sistemul nu este stabil IMEM.
Daca 1 €{-10/3,10/3} = sistemul este stabil IMEM.
Daca n € (—2,2) = sistemul se afla la limita de stabilitate (nu este stabil IMEM).

c¢) Daca =10/3 rezulta

2-18z72  2(z-3)(z+3) _2(z+3) 24627

G(z = = G(2) = .
l1-nzt4z7?2 (z-3)(z-1/3) z-1/3 1-1/3z"}
Deci y(k) depinde de: y(k—1), u(k), u(k—1).
Daca n=-10/3
1e.2 _ _ e
Gy— 2287 23+ o0 2-3) 2262

l—pz ' 4272 (z+3)(z+1/3) z+1/3 141/3270

Deci y(k) depinde de: y(k—1), u(k),u(k—1)
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Problema 7.19.

Se considera o instalatie avand functia de transfer
5 e—20S

10s+1°
pentru care se determind un model discret folosind o retea neuronald dinamica constituita
dintr-o ADALINE si intarzierile necesare.

Sa se reprezinte grafic structura retelei neuronale dinamice si sa se precizeze parametrii
ADALINE considerand ca discretizarea lui G(s) se realizeaza exact, adica

G(s)=

_ G(s
Gd(z):(l—z 1)-2{ E )},
pentru:
a. perioada de esantionare de 1 sec;
b. perioada de esantionare de 2 sec.
Indicatii si rdspunsuri:
G) _ o205 gy ou Fls)=——— = Z{@} = Z{e—ZOS}Z{F(s)} = T Z{F(s)}.
s s(10s+1) s
F(2)=Z{F(s)} = Y. Rez F(s)——
z—e€" lpolesF(s)
R =lim—= > -
50 z =’ s(10s+1) z—1
= F(z)= 5z 5z
Ry = lim — S (s+1/10)=—2 > T =1 ,_p7i
10
Gy(2)=(-z )7 252
z=1 ,_,0

a) Pentru 7 =1sec:

G 0f 52 s G 1 1) 0527
Gy(2)=(1-2")z 20[—2— < Jsa—z bz 19(2 ) z

2-1 z— 1 2-09) (z-09)
&G (z‘l)—O'S;_21 — k] = 0.9)[k — 1]+ 0.5u[k - 21]
¢ (1-0.9z71) ' '

Modelul neuronal liniar consta dintr-o retea ADALINE cu parametrii w =[0.5 0.9],
b =0, la intrarile careia se aplica y[k —1] si u[k—21].
b) Pentru 7' =2sec
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o -1y-10| 5z 5z | _(z=1) o 0.2 B 10
Gd(Z)_(l z )Z [Z—l z_g/ng_ z 52((2—1)(2—0.8)J_(z_0'8)<:>

-11
z

(1-0.8z71)
Modelul neuronal liniar constd dintr-o retea ADALINE cu parametrii w=[1 0.§],

b =0, la intrarile careia se aplica y[k —1] si u[k—11].

Parametrii retelet ADALINE sunt: w=[1 0.8];6=0.

o Gz )= = J[k]=0.9y[k —1]+u[k—11].

Problema 7.20.

Se considera un proces avand functia de transfer
30s+5
G(s$)=—5—

3552 +125+1°
pentru care se determind un model discret folosind o retea neuronald dinamica alcatuita dintr-
o ADALINE si intarzierile adecvate.
Sa se reprezinte grafic structura retelei neuronale dinamice si parametrii ADALINE
presupunand ca discretizarea lui G(s) se realizeazd pentru o perioadd de esantionare

T =1 sec, folosind:

C o a z-1
a. metoda dreptunghiului in avans, care foloseste s = —

. A A A . zZ
b. metoda dreptunghiului in intarziere, care foloseste s = T—;
z

. 2z-1
c. metoda trapezului, care foloseste s = — .
T z+1

Indicatii si rdspunsuri:
30(z—1)+5 _30z-25 30/35z°1—25/35272
35(z—1)2 +12(z—1)+1 352258210 1-58/35271-10/35272
Modelul neuronal liniar constd dintr-o retea ADALINE cu parametrii =0 si
w=1/35[30 —25 58 10], la intrérile careia se aplicd y[k—1], y[k—2], ulk—1], u[k-2].

a) G(z2) = Gz hH=

z—1

30 +5 _ 2 2
b) G(z) = . z _ 3022 30+5z 22_: 322 30z
35(2—1j +12(z—1j+1 35(z-1)"+12z(z—-1)+z" z 48z —-82z+35

z

z
35/48-30/48z"
1-82/48271 +35/48272
Modelul neuronal liniar constd dintr-o retea ADALINE cu parametrii 6=0 si
w=1/48[35 —30 82 —35], la intrarile careia se aplicd y[k—1], y[k—2], u[k], u[k—1].

o Gz hH=
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z—1

602—1—1+5 60z—60+5z+5 (z+1)2
R 1y D 140G—1) + 244D+ 2+l
14o(z‘j+z4(z‘ jﬂ (z=1)2 +24(z+1)(z— 1)+ (z +1)
z+1 z+1
2 » .
o Gy 65102255 o 65/165+10/1652"' ~55)165

16522 —278z+117 1-278/165z7 +117/165z7>

Modelul neuronal liniar constd dintr-o retea ADALINE cu parametrii b=0 si
w=1/165[65 10 —55 278 117], la intrdrile careia se aplica y[k—1], y[k-2], u[k],
ulk =11, ulk—-2].



Capitolul 8

PROBLEME CU SOLUTII NUMERICE

Problema 8.1.

Se considera un neuron cu o intrare (vezi figura 2.1.1). Sa se elaboreze un program MATLAB
pentru a studia modul de compunere a functiilor, considerdnd la intrarea neuronului valori
xe[-v,v],cuv=10.
Se vor prezenta grafic urmatoarele trei functii:
1. u(x) (relatia (4)) pentru x €[—v,v]. Pasul de discretizare al intervalului [-v, v] se va
alege astfel incat sa asigure calitatea plotarii;
2. o(x) pentru u €[uy,;,, Uy, |, acest interval reprezentand multimea valorilor lui u(x),

in conditiile de la punctul 1. Pasul de discretizare al intervalului [u,;,, 4., ], S€ va
alege astfel incat sa asigure calitatea plotarii,
3. f(x)=0o(u(x)) (relatia (3)) pentru x €[—-v,v].
Se vor considera cazurile functiei de activare de tip:
a) sigmoid bipolar;
b) treapta unipolara.
Pentru fiecare din cazurile a) si b), se vor studia urmatoarele situatii:
@ w=1,b=0; (i) w=1,b=b";
(iiiy w=w", b=0; (v) w=w",b=b";
cu w =20.5si b* ==1.
Se vor comenta legaturile existente intre graficele rezultate la (i) - (iv), iar atunci cand
este posibil, aceste legaturi vor fi utilizate pentru trasarea directa a graficelor, fara a mai face
apel la programul elaborat in MATLAB.
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Indicatii si rispunsuri:

De exemplu, pentru w=0.5 si b =1 se obtin graficele din figura 8.1.1.
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Figura 8.1.1. Reprezentari grafice ale dependentei: (a) u(x), (b) o(u) si (c) y(x),
pentru neuroni cu parametrii w=0.5 si b=1.

Aceste figuri au fost obtinute utilizind urmatorul program MATLAB:

% Problema 8.1
clear all; close all; clc

v=5; vs=0.01;

X= -VIVS.V;

% introducerea parametrilor neuronilor
w= input('pondere w =);

b= input('deplasare b=");

% calculul iesirilor

u= W*x+b;

y1=tansig(u); % sigmoid bipolar

y2= hardlim(u); % treapta unipolara
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% reprezentari grafice
figure(1); plot(x, u);
title('u(x)'); xlabel('x'); ylabel('u'); grid

uv= min(u):vs:max(u);
y1v= tansig(uv);
y2v= hardlim(uv);

figure(2); plot(uv, y1v, uv, y2v)
title("\sigma(u)"); xlabel('u'); ylabel('y")
axis([min(u) max(u) -1.1 1.1]); grid

figure(3); plot(x, y1, x, y2)
title('y(x)"); xlabel('x"); ylabel('y');
axis([-v v -1.1 1.1]); grid

Problema 8.2.

Se considera un neuron cu doud intrari (vezi figura 2.1.2 pentru n = 2). Sa se elaboreze un
program MATLAB pentru a studia modul de compunere a functiilor, considerand la intrarea

neuronului, vectorii: x =[x xz]T , pentru (x;,x, ) €[-v1,vI]x[-v2,v2], cu vl =v2=10.
Se vor prezenta grafic urmatoarele trei functii:
1. u(x) pentru (x;,x,)€[-vL,vI]x[-v2,v2];

2. o(u)pentru u € [up,,m,y ], acest interval reprezentdnd multimea in care u(x) ia

valori, in conditiile de la punctul 1. Pasul de discretizare us al intervalului [u,,;,, 4., ], € va
alege astfel incat sa asigure calitatea plotarii.

3. f(x)=0o(u(x)) pentru (x;,x,) € [-vL,v1]x[-v2,v2].

Se vor considera cazurile functiei de activare:
a) sigmoid bipolar;
b) treapta unipolara.
Pentru fiecare din cazurile a) si b), se vor studia urmatoarele situatii:

@ w=[l 0],5b=0; @) w=J[l 0], b=0b";
(i) w=[0 1],b=0; (iv) w=[0 1], b=b";
(v) w=[l 1], b=0; (i) w=[l 1], b=b";
i) w=[w" w1, b=0; i) w=[w" w1, b=b";

cu w,wy €{10.5,£1,£2} si b* €{0,+2}.

Se vor comenta legdturile existente intre graficele existente la (i) - (viii), iar atunci cand
este posibil, aceste legaturi vor fi utilizate pentru trasarea directa a graficelor, fara a mai face
apel la programul elaborat in MATLAB.
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[X1, X2]= meshgrid(x1, x2);

U=w1*X1 + w2*X2+b;

Y 1= tansig(U);

Y2= double(hardlim(U)); % hardlim returneaza valoare logica!!
% reprezentari grafice

figure(1); mesh(X1, X2, U)

title('u(x1, x2)"); xlabel('x1"); ylabel('x2"); zlabel('u")

uv= min(min(U)):vs1:max(max(U));
y1v= tansig(uv); y2v= hardlim(uv);

figure(2); plot(uv, y1v, uv, y2v)
title("\sigma(u)"); xlabel('u'); ylabel('y")
axis([min(min(U)) max(max(U)) -1.1 1.1]); grid

figure(3); mesh(X1, X2, Y1)
title('y1(x1, x2)"); xlabel('x1

)
figure(4); mesh(X1, X2, Y2)
)

; ylabel('x2'); zlabel('y1")
title('y2(x1, x2)"); xlabel('x1"); ylabel('x2"); zlabel('y2")

Problema 8.3.
Se considera o retea neuronald cu un singur strat cu doi neuroni (vezi figura 2.1.3 pentru
n=1, p=2). Sa se elaboreze un program MATLAB pentru a studia modul de compunere a
functiilor, considerand la intrarea retelei, valorile x €[-v,v], cu v=10.
Se vor prezenta grafic urmatoarele sase functii:

1. u;(x) s1 uy(x) pentru x €[-v,v];

2. oy(uy) pentru u; € [u)pin>Umax | » acest interval reprezentdnd multimea valorilor lui

u(x), in conditiile de la punctul 1. Pasul de discretizare al intervalului [, %max ] » S€ V@

alege astfel incat sa asigure calitatea plotarii.
3. 05(uy) pentru uy €[ty pin>Us max | » acest interval reprezentand multimea valorilor lui

u,(x), In conditiile de la punctul 1. Pasul de discretizare al intervalului [u5 i, %5 max 1> S€ VA
alege astfel incat sa asigure calitatea plotarii.
4. fi(x)=01(u(x)) s1 f5(x)=0,(uy(x)), pentru x e[-v,v].
Se vor considera cazurile functiei de activare:
a) sigmoid bipolar;
b) treapta unipolara.
Pentru fiecare din cazurile a) si b), se vor studia urmatoarele situatii:
. 1] ‘0} ) ‘1} {bﬁ} ‘0} m
@ WwW=| |,b=| _|; @) W= , b= ;@) W= ,b=| |;
10 i b,*

_0_
(iv) W:_(l)_,b: bl} ) W=_ﬂ,b=m; (vi) W:_l},b:{bl};
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. wi' 0 wy” b’
(vii) W= , b= 0 ; (viii) W = i , b= ;

Wz* Wy bz*

cu w',wy €{0,20.5,£1,+2} si b” €{0,2}.

Se vor comenta legaturile existente Intre graficele existente la (i) — (viii), iar atunci cand
este posibil, aceste legaturi vor fi utilizate pentru trasarea directa a graficelor, fara a mai face
apel la programul elaborat in MATLAB. De asemenea, se vor comenta legdturile cu
rezultatele obtinute la Problema 8.1.

Indicatii si rispunsuri:

Programul MATLAB este asemanator celui prezentat la problema 8.1.1.

Problema 8.4.
Se considera o retea neurald cu doud straturi, cu cate un neuron pe fiecare strat (vezi figura
222 pentru ny =1, p;=n,=1, p,=1). Sa se elaboreze un program MATLAB pentru a
studia modul de compunere a functiilor, considerand la intrarea retelei, valorile x €[—v,v], cu
v =10. Se vor prezenta grafic urmatoarele trei functii:

1. y1 (x") pentru x e[-v,v]

2. y*(x?) pentru X’ e [Vmin> Ymax ]» acest interval reprezentdnd multimea valorilor lui

yl(x"), in conditiile de la punctul 1. Pasul de discretizare ys al intervalului [ V1> Vimax] S€ Va
alege astfel incat sa asigure calitatea plotarii.

3. y2 (xl) pentru x €[—v,Vv].
Se vor considera cazurile functiei de activare:

a) sigmoid bipolar pe ambele straturi;
b) treapta unipolara pe ambele straturi.

Pentru fiecare din cazurile a) si b), se vor considera valorile wl,w2 e{O,iO.S,il,i2} si

bl b? e {0,£2} . Se vor comenta legaturile cu rezultatele obtinute la Problema 8.1.

Indicatii si raspunsuri:

Programul MATLAB este asemanator celui prezentat la problema 8.1.1.

Problema 8.5.

Se considera un perceptron cu doud intrari care se utilizeaza pentru a clasifica urmatorii 5
vectori bidimensionali:

0.3 0.4 0.5 0 0.3
X1 = , Xy = , X3 = , Xy = , X5 = ,
P 04 72 20577 s 7 | o

in doua clase, notate ¢, si €, , astfel:

X| €C,, Xy €6, X3 €y, X4 €G), X5 €G.
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Sa se elaboreze un program MATLAB care sd creeze si sd antreneze perceptronul
pentru un numar de iteratii stabilit de catre utilizator. Se vor reprezenta grafic vectorii de
intrare si se va trasa dreapta definiti prin parametrii perceptronului antrenat. In finalul
antrenarii se va verifica, prin simulare, daca reteaua antrenatd permite realizarea clasificarii.

Se vor raporta urmatoarele rezultate ale experimentelor:

(i)  valorile parametrilor initiali ai retelei;

(if) valorile parametrilor retelei la sfarsitul antrenarii;

(iii) reprezentarea grafica a vectorilor de intrare si dreapta de separare a claselor definita de
retea, in urma antrenarii;

(iv) numarul de iteratii cat a durat antrenarea;

(v) reprezentarea graficd a erorii patratice globale ca functie de numarul de iteratii parcurse.

Indicatii si raspunsuri:

Se ruleaza urmatorul program MATLAB.

% Problema 8.5
clear all; close all; clc

% vectori prototip

x1=[0.3;-04]; x2=1-0.4;-0.5];
x3=1[0.5; 1.5]; x4=1[0; 1];
x5=[-0.3; 0.5];

P= [x1 x2 x3 x4 x5];

% vectori tinta
z1=0; z2=1;
T=1[z2 z1 z2 z1 z1];

% reprezentare grafica a vectorilor de clasificat
figure(1); plotpv(P, T); pause(1);

% creare retea neurala

PR=[min(P')' max(P")'];

net = newp(PR, 1);

w= net.IW{1,1}; % pondere

b= net.b{1}; % deplasare

fprintf(\n Valori initiale parametri retea neurala:');

fprintf("\n\t ponderi: %6.2f, %6.2f \n\t deplasare: %6.2f\n', w(1), w(2), b);

figure(1); plotpc(w, b); pause(1);
net.trainParam.epochs = 1; % numar de epoci pentru antrenare
for i=1:5,

fprintf(\n Iteratia %d ', i);

[net, tr, Y, E] = train(net,P,T); % antrenare retea 1 epoca
w= net.IW{1,1}; % pondere
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b= net.b{1}; % deplasare
fprintf(\n Valori parametri retea neurala:');
fprintf("\n\t ponderi: %6.2f, %6.2f \n\t deplasare: %6.2f', w(1), w(2), b);
perf = mse(E); % indicator de performanta
fprintf(\n Valoare indicator performanta MSE: %6.2f\n', perf);
figure(1); clf;
plotpv(P, T); plotpc(w, b);
str=['lteratia ', num2str(i)]; title(str);
pause(1)
end

separarea vectorilor prototip prezentata in figura 8.5.1.(a). Dup 5 iteratii (5 epoci de antrenare
a retelei neurale) se ajunge la valorile w=[2 —0.3], b =0, separarea vectorilor prototip fiind

Parametrii retelei neurale sunt initializati cu valori nule. Dupa o iteratie (1 epoca de
antrenare a retelei neurale) se obtin parametrii w=[0.9 1], b=-1, reteaua realizind

prezentata in figura 8.5.1.(b).

P(2)

Iteratia 1 Iteratia 5
2,
15¢ +
l,
& o5 o
o
0,
0.5 ) * 0.5 )
1 1
-0.5 0 0.5 0.5 0 0.5
P(1) P(1)
(a) (b)

Figura 8.5.1. Separarea vectorilor prototip realizata de reteaua neurala antrenata:
(a) I epoca, (b) 5 epoci.

Problema 8.6.

Sa se reia problema 8.5 pentru cazul cand se urmareste clasificarea celor 5 vectori astfel:

X| €€y, Xy €G), X3 €, X, €€, X5€C,.

Indicatii si rispunsuri:

In programul prezentat la problema 8.5 se modificd matricea vectorilor tinti in conformitate

cu noua separare doritd a vectorilor prototip:
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% vectori tinta
z1=0; z2=1;
T=[z2 z1 z2 z1 z2];

Se observa ca impunand aceastd clasificare, vectorii prototip nu sunt liniar separabili,
astfel ca separare doritd nu poate fi realizata cu un perceptron.

Vectors to be Classified

2 L
1.5} +
1t )
& o5} +
o
0,
0.5} ) *
_l—
0.5 0 0.5
P(1)

Figura 8.6.1. Clasificare vectorilor prototip impusa in problema 8.6.

Problema 8.7.

Se considera o retea perceptron cu un singur strat cu doi neuroni, avand doua intrari, care se
utilizeaza pentru a clasifica urmétorii 7 vectori bidimensionali:

0.8 1.25 0.3 -1 0. —0.3 0.5
x| = , Xy = , X3 = , Xy = , X5 = , Xg = , Xq = ,
el TP L P  los) T -s T 0270 o8 T s
in patru clase, notate ¢, ¢,, ¢3, ¢, , astfel:

X| €%, X, €€, X3 €63, X4 €€y, X5 €G3, Xg € C3, X7 €GCy.

Sa se elaboreze un program MATLAB care sa creeze §i sa antreneze reteaua.

Se vor reprezenta grafic vectorii de intrare si se vor trasa cele doud drepte definite prin
parametrii retelei antrenate. In finalul antrenarii se va verifica, prin simulare, daca reteaua
antrenata permite realizarea clasificarii.

Se vor raporta urmatoarele rezultate ale experimentelor:

(@) valorile parametrilor initiali ai retelei;

(if) valorile parametrilor retelei la sfarsitul antrenarii;

(iii)  reprezentarea graficd a vectorilor de intrare si dreptele de separare a claselor definite
de retea, in urma antrenarii;

(iv)  numarul de iteratii cat a durat antrenarea;
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v) reprezentarea graficd a erorii patratice globale ca functie de numarul de iteratii
parcurse.
Pentru antrenarea retelei neurale se vor considera urmatorii vectori tinta:

LS P e b B

Ce observati?

Indicatii si rispunsuri:

Pentru vectorii tinta considerati in cazul (A) se utilizeaza programul MATLAB prezentat mai
jos. Graficele din figura 8.7.1 prezintd evolutia indicatorului de performanta MAE pe
parcursul antrenarii retelei si clasificarea realizata de reteaua antrenata.

Utilizand vectorii tinta precizati la punctul (B) nu se poate realiza separarea dorita.

Performance is 0, Goal is 0 Vectors to be Classified
1 ; ; ; ; ; ;
S 0.8r
et
@
S 0.6t
O]
()
=)
D o4l
()]
£
c
s
= 0.2
0 . . . .
0 1 2 3 4 5
Stop Training I 5 EpOChS

(a) (b)

Figura 8.7.1. (a) Evolutia indicatorului de performanta MAE pe parcursul antrenarii retelei.
(b) Clasificarea realizata de reteaua antrenata.

% Problema 8.7.a
clear all; close all; clc

% vectori prototip

x1=1[0.8; 1.6]; x2=1[1.25; 1];
x3=1[0.3; 0.5]; x4=[-1;-1.25];
x5=[0; 0.2]; x6=[-0.3; 0.8];
x7=[-0.5; -1.5];

P=[x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7];

% vectori tinta

z1=[0; OJ; 22=[0; 1;
23= [1; 0J; 24=[1; 1];
T=[z122 z3 z4 z3 z3 z4];




Capitolul 8. Probleme cu solutii numerice

107

% reprezentare grafica a vectorilor de clasificat

figure(1); plotpv(P, T)

% legend('class C_1', 'class C_2', 'class C_3', 'class C_4', 4)
axis([-2.2 2.2 -2.2 2.2))

% creare retea neurala
PR=[min(P")' max(P")'];
net = newp(PR, 2); % retea cu 2 neuroni

% parametri initiali retea

disp(' Valori initiale parametri retea:');
w=net.IW{1,1} % ponderile celor 2 neuroni
b= net.b{1,1} % deplasarile celor 2 neuroni

% antrenare retea

net.trainParam.epochs = 10; % numar de epoci de antrenare
net.trainFcn= "trainb’;

[net, tr, Y, E] = train(net,P,T);

% parametri finali retea

disp(" Valori finale parametri retea:');

w= net.IW{1,1}

b= net.b{1,1}

perf = mse(E); % indicator de performanta
fprintf(\n Valoare indicator performanta MSE: %6.2f\n', perf);

% reprezentare grafica a clasificarii realizate de reteaua antrenata

figure(1); hold on
plotpc(w, b)

Problema 8.8.

Se va studia si lansa in executie programul MATLAB arna_wh, prezentat mai jos, care
antreneazd un neuron ADALINE cu o singurd intrare, utilizand algoritmul Widrow-Hoff,
pentru vectorii prototip:

x1=0, szl,

si, respectiv, vectorii tinta:

21:0, 22:2.

1. Sa se determine valorile parametrilor neuronului utilizand functia newlind.
2. Sa se determine valorile parametrilor neuronului facand modificarile necesare in programul
arna_wh in urmatoarele situatii:

a) - numadr de iteratii maxime 30,

- pragul erorii 0.01,

- rata de invatare data de functia maxlinlir;
b) - numar de iteratii maxime 30,

- pragul erorii 0,
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- rata de invatare datd de functia maxlinir;
¢) - numadr de iteratii maxime 40,

- pragul erorii 0.0001,

- rata de invatare 0.2;
d) - numar de iteratii maxime 40,

- pragul erorii 0.01,

- rata de invatare 0.6;

e) - numar de iteratii maxime 20,
- pragul erorii 0. 01,
- rata de invatare 0.8.

Pentru fiecare situatie se vor preciza valorile selectate initial pentru parametrii retelei, valorile
rezultate in final pentru parametrii retelei, numarul de iteratii cat a durat optimizarea si
valoarea finala a erorii patratice globale. Se va preciza conditia care determind Incheierea
antrenarii. De asemenea se va schita suprafata erorii patratice globale si traseul parcurs in

planul parametrilor.

din situatiile a) - e).

Indicatii si raspunsuri:

% Problema 8.8, program ARNA_WH
clear all; close all; clc

% vectori prototip
x1=0; x2=1;
P=[x1 x2];

% vectori tinta
z1=0; z2=2;
T=[z1 z2];

% % % % %

% a. proiectare retea utilizand functia newlind

net= newlind(P, T);

% parametri retea

fprintf("\n\nValorile ale parametrilor retelei proiectate cu NEWLIND:');
fprintf("\n\t pondere: %g\n\t deplasare: %g', net.IW{1,1}, net.b{1});
% simulare

Y= sim(net, P);

% reprezentare grafica

figure(1);

plot(P, T, "r'"), hold on; plot(P, Y, 'd-b")

xlabel('vectori prototip P');

ylabel('vectori tinta T');

fprintf(\n\n<ENTER...>\n'); pause
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% % % % %
% b. crearea unei retele ADALINE ce va fi antrenata cu rata de invatare
% Ir= maxlinlr(P) % valoarea maxima ce asigura convergenta

% algoritmului de antrenare sau cu
Ir= input('Rata de invatare: '); % valoarea introdusa de utilizator

lin= newlin(minmax(P), 1, [0], Ir);
% neuronul liniar creat este pregatit pt a fi antrenat cu subrutina "learnwh"
% (se verifica valorile cerute prin apelarea "help learnwh")
% eroarea este data de functia "mse" (eroarea medie patratica)

% parametrii specifici antrenarii
iteratii=input('Nr de iteratii=");
lin.trainParam.epochs=1; % la fiecare iteratie reteaua va fi antrenata 1 epoca
% pentru a putea reprezenta grafic evolutia parametrilor
lin.trainParam.goal=input('Eroarea medie patratica dorita=");
lin.trainParam.show=inf; % eroarea nu este afisata in timpul antrenarii
% eroarea va fi memorata la fiecare pas si afisarea va fi facuta la sfarsit

% suprafata erorii

w_range = -2:0.4:6; b_range = -4:0.4:4;

figure;

ES = errsurf(P,T,w_range,b_range,'purelin')/length(T); % valorile erorii medii patratice
plotes(w_range,b_range,ES);

% alegerea cu mouse-ul a parametrilor initiali ai retelei
subplot(1,2,2);
h = text(mean(get(gca,'xlim')),mean(get(gca,'ylim")),"” Alege cu mouse-ul *');
set(h,'horizontal','center’, 'fontweight','bold');
[lin.IW{1,1},lin.b{1}] = ginput(1);
% valorile alese cu mouse-ul devin parametrii initiali ai retelei
fprintf("\n\nValorile initiale ale parametrilor retelei:');
fprintf(\n\t pondere: %g\n\t deplasare: %g', lin.IW{1,1}, lin.b{1});
delete(h);

% antrenarea retelei si reprezentarea la fiecare pas (epoca)

% a parametrilor pe suprafata de eroare

Err(1)= mse(T-sim(lin,P)); % eroarea medie patratica inainte de inceperea antrenarii;
% vectorul Err va contine evolutia erorii

Wi(1)= lin.IW{1,1}; % vectorul care va contine evolutia ponderilor

bi(1)=lin.b{1}; % vectorul care va contine evolutia deplasarilor

h= plotep(lin.IW{1,1}, lin.b{1}, Err(1));
% parametrii initiali reprezentati pe suprafata de eroare
% (cu eroarea corespunzatoare)

fprintf("\nEroarea medie patratica initiala = %g\n', Err(1)) ;

for i= 1:iteratii,
[lin, tr, Y, E] = train(lin,P,T);
h= plotep(lin.IW{1,1}, lin.b{1}, tr.perf(1),h);
% evolutia parametrilor pe suprafata de eroare
Err(i)= tr.perf(1); % eroarea pt noile valori ale parametrilor
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Wi(i+1)= lin.IW{1,1};
bi(i+1)= lin.b{1};
if Err(i) <= lin.trainParam.goal
break; % iesire pe conditia de atingere a pragului de eroare impus
end
end

iteratii=i; % numarul de epoci cat a durat antenarea
fprintf("\n\nAntrenarea a durat %g epoci\n', iteratii);
fprintf("\n\nValorile finale ale parametrilor retelei:');

fprintf(\n\t pondere: %g\n\t deplasare: %g', lin.IW{1,1}, lin.b{1});
fprintf(\nEroarea medie patratica finala = %g\n', Err(end)) ;

% evolutia erorii

disp('Apasati o tasta pentru a vedea evolutia erorii functie de nr de epoci..."); pause;
figure;

semilogy((1:iteratii), Err);

xlabel('iteratii');

ylabel('MSE");

title('Eroarea medie patratica functie de numarul de iteratii');

% dinamica aproximarii

disp('Apasati o tasta pentru a vedea aproximarea initiala..."); pause;
figure;

plot(P,T,'r+'); % punctele prin care se doreste aproximarea
xlabel('vectori prototip P');

ylabel('vectori tinta T');

hold on;

h= plot(P, Wi(1)*P+bi(1), 'd-b");

disp('Apasati o tasta pentru a vedea evolutia dinamica a aproximarii..."); pause;
for i=1:iteratii

pause(0.5);

delete(h);

h= plot(P, Wi(i+1)*P+bi(i+1), 'd-b");

title(['Iteratia ' num2str(i)])
end

hold off;

Prin proiectare directa se obtine reteaua ADALINE cu parametrii w=2 si b=0. Pentru
cei doi vectori prototip (denumire generica, avand de fapt valori scalare) utilizati se observa
ca iesirile retelei coincid cu valorile tintd impuse (figura 8.8.1), functia aproximata de reteaua
neurald fiind efectiv liniara.
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Figura 8.8.1. Comparatie intre valorile tinta impuse si iesirile retelei ADALINE proiectate
corespunzatoare valorilor prototip considerate in problema 8.8.

Figura 8.8.2 prezinta evolutia parametrilor retelei ADALINE pe suprafata de eroare pe
parcursul a 20 de epoci de antrenare cu rata de invatare 77 =0.6. Evolutia erorii patratice
medii functie de iteratie este ilustrata in figura 8.8.3. Valorile parametrilor retelei ADALINE
la care se ajunge in urma antrenarii sunt w=2.01191 si b=-0.00732, care asigurd o eroare
medie patraticd de 2.0995e¢—005.

Error Surface Error Contour

40

N
o

Bias B
o

Sum Squared Error
)
o o

-40

Bias B 4 -2 Weight W -2 0 2 4 6
Weight W

Figura 8.8.2. Evolutia parametrilor retelei ADALINE pe suprafata de eroare pe parcursul
a 20 de epoci de antrenare cu rata de invatare 1 =0.6.
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Figura 8.8.3. Evolutia erorii patratice medii pe parcursul a 20 de epoci de antrenare
cu rata de invatare n = 0.6 pentru reteaua ADALINE din problema 8.8.

Problema 8.9.

Se va relua Problema 8.8 pentru un singur vector prototip x; =1 si, respectiv, un singur vector

tintd z, =2, pentru situatiile 2.a) si 2.e).

Indicatii si raspunsuri:

In programul prezentat la problema 8.8 se modifica in mod corespunzator matricea vectorilor
prototip si cea a vectorilor tintd. Se observa ca exista o infinitate de retele ADALINE care
satisfac cerintele impuse 1n problema.

Problema 8.10.

Se va relua Problema 8.8 pentru vectorii prototip:
.xl :0, X2 :1, .X3 :—1,
si, respectiv, vectorii tinta:
. Zl :O, Zz :2, Z3 :—1,
pentru situatiile 2.a), 2.c) si 2.d).

Indicatii si rispunsuri:

In programul prezentat la problema 8.8 se modificd in mod corespunzitor matricea vectorilor
prototip si cea a vectorilor tinta.

% vectori prototip

x1=0; x2=1; x3=-1;
P=[x1 x2 x3];
% vectori tinta
z1=0; z2=2; z3=-1;

T=[z1 z2 z3];
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Figura 8.10.1. Comparatie intre valorile tinta impuse si iegirile retelei ADALINE proiectate
corespunzatoare valorilor prototip considerate in problema 8.10.

Prin proiectare directa se obtine reteaua ADALINE cu parametrii w=1.5 s1 b=0.33.
Aceasta retea aproximeazad cel mai bine, in sensul celor mai mici patrate, functia neliniara
precizata prin cele trei perechi prototip-tinta precizata in enuntul problemei.

Problema 8.11.

Se considera amplificatorul operational din fig. 1 care poseda in reactie rezistenta R =100k Q
si la intrare rezistentele R, R,, R;.

R =100k

n R
—{ 1 >

U Rz . 2
—

Uus R;

—

Figura 8.11.1. Schema amplificatorului operational utilizat in Problema 8.11.

La intrarea u; se aplicd o tensiune constantd de 2V. Pe intervalul de timp cuprins intre
0s si 5, pe intrdrile u, si u3 se aplica doua semnale de frecventd joasa, care, esantionate cu
perioada 7=0.01 s, sunt memorate in fisierul de date opamp wh.mat in vectorii uuu2 si
respectiv uuu3. Semnalul obtinut la iesirea y, esantionat cu aceeasi perioada, este memorat in
vectorul yyy din fisierul de date opamp wh.mat.

Utilizdnd datele din fisierul opamp wh.mat sa se determine valorile rezistentelor
necunoscute R;, R,, R; prin urmatoarele metode:
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a) obtinand reteaua ADALINE prin proiectare directa, apeland functia newlind.
b) antrenand o retea ADALINE cu arhitecturd adecvata, utilizand functiile newlin si train;

Indicatii si rispunsuri:

Pentru estimarea valorilor solicitate in enuntul problemei se tine cont de dependenta iesirii

amplificatorului operational de cele trei intrari ale sale:

R R R
y(up,uy,uz) = _Eul —R—2u2 —R—3u3.
Astfel, reteaua ADALINE ce modeleaza functionarea acestui amplificator operational va avea
1 neuron cu 3 intrdri, ale cdrui ponderi reprezintdi w;=—R/R, w,=—R/R,,

respectiv wy = — R/ R; . Deplasarea neuronului ar trebui sa fie nula.

% Problema 8.11
clear all; close all; clc
load opamp_wh

t=0:0.01:5;

% vectori prototip

uuul= 2*ones(size(uuu2));

P= [ uuul; uuu2; uuulj;

% vectori tinta

T=yyy;

% reprezentare grafica a intrarilor si iesirii functie de timp
figure(1); plot(t, P); legend ('u1', 'u2', 'u3")

figure(2); plot(t, T);

% a. proiectare retea ADALINE utilizand functia newlind
net= newlind(P, T);

% parametri retea proiectata

wd= net.IW{1}; bd= net.b{1};

% valori estimate ale rezistentelor R1, R2 si R3
R=100;

R1d=-R/wd(1)

R2d= -R/wd(2)

R3d= -R/wd(3)

% b. creare retea ADALINE si antrenare
Ir= maxlinlr(P) % rata de invatare

lin= newlin(minmax(P),1,[0],Ir);

% parametrii specifici antrenarii

lin.trainParam.epochs= input('Nr de epoci de antrenare =");
lin.trainParam.goal= input('Eroarea medie patratica dorita=");
lin.trainParam.show= 5;

lin = train(lin,P,T);
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% parametri retea antrenata

wt= lin.IW{1};

bt= lin.b{1};

% valori estimate ale rezistentelor R1, R2 si R3
R1t= -R/wt(1)

R2t= -R/wt(2)

R3t= -R/wt(3)
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Figura 8.11.2. Reprezentarea grafica a semnalelor (a) de intrare si (b) de iesire
corespunzatoare amplificatorului operational studiat in problema 8.11.

Reprezentarea grafica a semnalelor de intrare si de iesire pentru amplificatorul
operational este prezentatd in figura 8.11.2.
Prin proiectarea directa a retelei ADALINE se obtin valorile Rflz 99.85, Rgz 201.47

s Rgz 301.21. Pentru antrenarea retelei neurale, rata maxima de invdtare are valoarea
4.7356e-04. Dupa 100 de epoci de antrenare se ajunge la valoarea MSE =0.000816 si se
obtin valorile R{=124.73, R%=202.56 si R5=302.125.

Marirea numarului de epoci de antrenare nu aduce imbunatatiri substantiale in calitate

aproximdrii valorii rezistentei R;. Aceasta se datoreaza faptului cd pe una dintre liniile

matricei prototipurilor sunt elemente constante.

Problema 8.12.

Se va studia si lansa In executie programul MATLAB arna_bpl, prezentat mai jos, care
antreneaza (prin aplicarea regulii delta) un neuron cu functie sigmoidald bipolara, pentru a
aproxima o functie neliniard ¢ definita prin vectorii prototip:
X; =w, i=1,..,7,
12
si vectorii tinta:
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Sa se opereze modificarile necesare in program asupra ratei de invatare si a numarului

de iteratii pentru a realiza antrenarea, pornind de la conditiile initiale situate in urmatoarele
domenii:

® N kAL =

9.

(wp,by) €[-4.5, -1.5]x[-4.5,-1.5]
(Wp,bp) €[-1.5,1.5]x[-4.5,-1.5]
(wp,bp) €[1.5,4.5]1x[-4.5,-1.5]
(wp,by) €[-4.5, -1.5]x[-1.5,1.5]
(wp,by) €[-1.5,1.5]x[-1.5,1.5]
(wp,bp) €[1.5, 4.5]x[-1.5,1.5]
(wp,by) €[-4.5, -1.5]x[1.5, 4.5]
(wy,by) €[-1.5,1.5]x[1.5, 4.5]
(wy,by) €[1.5,4.5]x[1.5, 4.5]

In fiecare din situatiile (1) - (9) se vor preciza:

a)
b)
©)

d)
e)

valorile initiale ale parametrilor, reprezentarea graficd a aproximarii realizate de retea
pe baza acestor valori si eroarea corespunzatoare;

valorile finale ale parametrilor (rezultate din antrenare), reprezentarea graficd a
aproximarii realizate de retea pe baza acestor valori si eroarea corespunzatoare;
numarul total de iteratii cat a durat antrenarea si reprezentarea grafica a evolutiei erorii
ca functie de numarul de iteratii;

traiectoria in planul parametrilor (w,b) — reprezentare grafica;

valorile utilizate pentru parametrii de antrenare comentate prin prisma convergentei
algoritmului si a formei suprafetei erorii. Se vor raporta si explica eventualele esecuri
in antrenare, datorate alegerii neadecvate a parametrilor de antrenare.

Indicatii si rispunsuri:

% Problema 8.12, program ARNA_BP1
clear all; close all; clc

% definirea prototipurilor

P = 0:pi/12:pi/2;
% definirea tintelor
T = sin(P);

% reprezentarea grafica a suprafatei erorii

w_range = -4.5:0.5:4.5;

b_range =-4.5:0.5:4.5;

figure

ES = errsurf(P, T, w_range, b_range, 'tansig')/length(T); %valorile erorii medii patratice
plotes(w_range, b_range, ES, [50 25]);

% crearea neuronului tansigmoidal, ce urmeaza a fi antrenat cu
% subrutina 'learngd' (metoda gradientului)
sigm=newff(minmax(P), [1], {'tansig'}, 'traingd');
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% parametrii specifici antrenarii
sigm.trainParam.epochs= 1; % antrenarea este efectuata epoca cu epoca
iteratii= input('Numar de epoci de antrenare: ');
sigm.trainParam.goal= 1.5e-4;
sigm.trainParam.show=inf % eroarea nu este afisata in timpul antrenarii

% eroarea va fi memorata la fiecare pas si afisarea va fi facuta la sfirsit
sigm.trainParam.Ir= input('Valoarea ratei de invatare: ");

% selectarea valorilor initiale ale parametrilor neuronului cu mouse-ul
subplot(1,2,2);
h = text(mean(get(gca,'xlim")), mean(get(gca,'ylim"), ™ Alege cu mouse-ul *');
set(h,'horizontal','center’, 'fontweight','bold');
[sigm.IW{1,1}, sigm.b{1}] = ginput(1);

% valorile alese cu mouse-ul devin parametrii initiali ai retelei

fprintf(\n Valori initiale parametri retea neurala:');
fprintf("\n\t pondere: %6.2f\n\t deplasare: %6.2f\n’, sigm.IW{1,1}, sigm.b{1});
delete(h);

pause % Apasa o tasta pentru a antrena neuronul...

% Antrenarea retelei si reprezentarea la fiecare pas (epoca)
% a parametrilor pe suprafata de eroare
Err(1)= mse(T-sim(sigm, P));

% eroarea medie patratica inainte de inceperea antrenarii;

% vectorul Err va contine evolutia erorii
Wi(1)=sigm.IW{1,1}; % vectorul care va contine evolutia ponderilor
bi(1)= sigm.b{1}; % vectorul care va contine evolutia deplasarilor
h= plotep(sigm.IW{1,1}, sigm.b{1}, Err(1));

% parametrii initiali reprezentati pe suprafata de eroare

for i=1:iteratii,
[sigm,tr]= train(sigm,P,T);
h= plotep(sigm.IW{1,1}, sigm.b{1}, tr.perf(1), h);
%evolutia parametrilor pe suprafata de eroare
title(['Iteratia: ' num2str(i)]);
Err(i+1)=tr.perf(1); %eroarea pt noile valori ale parametrilor
Wi(i+1)= sigm.IW{1,1};
bi(i+1)= sigm.b{1};
if (Err(i)<=sigm.trainParam.goal),
break; %iesire pe conditia de atingere a pragului de eroare impus
end
end

iteratii= i; %numarul de epoci cit a durat antenarea
fprintf("\n\nAntrenarea a durat %g iteratii\n', iteratii);
fprintf("\n\nValorile finale ale parametrilor retelei:');

fprintf('\n\t pondere: %g\n\t deplasare: %g', sigm.IW{1,1}, sigm.b{1});
fprintf(\nEroarea medie patratica finala = %g\n', Err(end));
%evolutia erorii
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disp(‘Apasati o tasta pentru a vedea evolutia erorii functie de nr de epoci...");
pause;

figure;

semilogy((0:iteratii), Err);

xlabel('#iteratii');

ylabel('MSE");

title('Eroarea medie patratica functie de numarul de iteratii');

%dinamica aproximarii
disp('Apasati o tasta pentru a vedea aproximarea initiala...");
pause;

figure;

plot(P,T,'r+'); %punctele prin care se doreste aproximarea
xlabel('vectori prototip P');

ylabel('vectori tinta T');

hold on;

h=plot(P,tansig(Wi(1)*P+bi(1)));

title('Aproximarea initiala');

disp('Apasati o tasta pentru a vedea evolutia dinamica a aproximarii...");

pause;

for i=1:iteratii,
pause(0.2);
delete(h);

h=plot(P, tansig(Wi(i+1)*P+bi(i+1)),'b*-";
title(['lteratia:',num2str(i)]);
end

hold off;

Figura 8.12.1 prezintd evolutia parametrilor neuronului tansigmoidal pe suprafata de
eroare pe parcursul a 100 de epoci de antrenare cu rata de invatare 7 =0.9. Figurile 8.12.2.(a)

si 8.12.3.(a) prezinta evolutia erorii medii patratice MSE pe parcursul a 100 de epoci de
antrenare cu rata de invatare 7=0.9 si, respectiv, 7=0.2, pornind de la aceleasi valori
initiale ale parametrilor neuronului. Aceste grafice permit vizualizarea efectului pe care il are
rata de Invatare asupra progresului antrenarii.
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Figura 8.12.1. Evolutia parametrilor neuronului tansigmoidal pe suprafata de eroare pe
parcursul a 100 de epoci de antrenare cu rata de invatare 1=0.9.

Figurile 8.12.2.(b) si 8.12.3.(b) prezinta aproximarea realizatd de neuronul rezultat dupa
100 de epoci de antrenare cu rata de invatare 77 =0.9 si, respectiv, 7=0.2. Aceste grafice

permit vizualizarea semnificatiei MSE in aprecierea calitatii aproximarii realizate.

Evolutia MSE pentru Ir= 0.9

MSE
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#iteratii

(@

vectori tinta T

Iteratia: 100, Ir= 0.9

(b)
Figura 8.12.2. (a) Evolutia erorii medii patratice MSE pe parcursul a 100 de epoci de
antrenare cu rata de invatare 11 =0.9. (b) Aproximarea realizata de neuronul antrenat.
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Evolutia MSE pentru Ir = 0.2 Iteratia: 100, Ir= 0.2
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Figura 8.12.3. (a) Evolutia erorii medii patratice MSE pe parcursul a 100 de epoci de
antrenare cu rata de invatare 1 =0.2. (b) Aproximarea realizata de neuronul antrenat.

Problema 8.13.

Sa se utilizeze programul arna_bpl prezentat in problema 8.12 (cu modificarile necesare
considerate) pentru a selecta o regiune din planul parametrilor (w,b) si o gama de valori a
ratei de invatare care sd asigure antrenarea eficientd pentru perechile de vectori (prototip,
tinta):

T (i-Dx . .

X; :—+u; z; =sin(x;); i=1,...,7.
2 12
Sa se comenteze criteriile care au condus la selectarea respectiva, prin referire la

convergenta algoritmului si forma suprafetei erorii.

Indicatii si rispunsuri:

In programul arna_bp1 se modifica in mod corespunzator matricea vectorilor prototip si cea a
vectorilor tinta.

% definirea prototipurilor P:
P =pi/2: pi/l12 : pi;

% definirea tintelor T:

T = sin(P);

Problema 8.14.

Se va studia si lansa 1n executie programul MATLAB arna_bp2 care antreneaza o retea cu
doua straturi (cu noduri tansigmoidale pe primul strat si liniare pe al doilea) pentru a aproxima
o functie neliniard @:R — R cunoscuta prin intermediul perechilor de vectori prototip-tinta:
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(xiazi)’ Zi = (P(xi)’ l = 1:--

Se considera vectorii tinta:

LN,

X =@i-1)/50, i=1,.,51,

si vectorii prototip:

b)

z; = @(x;) =1+ exp(—x;)sin(27x; —%), i=1,..,51.

Antrenarea retelei se va face folosind mai intai metoda gradientului (rutina 'traingd'),
iar apoi algoritmul Levenberg-Marquardt (rutina 'trainlm'). in fiecare din cele doua cazuri se
vor studia urmatoarele aspecte:
a) Operand modificdrile necesare In programul arna_bp2 sa se studieze rolul urmatorilor

factori asupra eficientei antrenarii retelei:

e numarul de neuroni 1n stratul de intrare;

e rata de invatare (doar in cazul folosirii rutinei 'traingd').

Aprecierea eficientei se va face in termenii erorii pdatratice globale obtinute in urma
antrendrii $i a numdrului de iteratii necesare pentru atingerea unui prag impus pentru
eroare.

Se va comenta modul de alegere a valorilor initiale pentru parametrii retelei.

Indicatii si raspunsuri:

Pentru testele de antrenare eficiente realizate, se vor preciza valorile parametrilor retelei
rezultati in urma antrendrii. De asemenea se va testa capacitatea de generalizare a retelei
antrenate considerand cateva perechi prototip-tintd (x,z) corespunzatoare functiei ¢
,hevazute” de retea pe parcursul antrenarii (corespunzatoare unor valori x situate in afara
intervalului [0, 1] folosit in antrenare).

% Problema 8.14, program ARNA_BP2
clear all; close all; clc;

% definirea prototipurilor P
P =0:0.02:1;

% definirea tintelor T
T =1+ exp(-P).*sin(2*pi*P - pi/2);

% reprezentarea grafica a perechilor (prototip, tinta)
figure; plot(P, T, 'r+');

xlabel('Vectori prototip P');

ylabel('Vectori tinta T');

title('Functia neliniara de aproximat'’)

pause % Tasteaza pentru a dimensiona reteaua
neur= input(\n\nNumarul de neuroni de intrare: ');

disp('Selectare metoda de antrenare: ');
met = 0;
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while “((met == 1) || (met == 2)),
met= input(" 1 - gradient, 2 - Levenberg-Marquardt...");
end
if met == 1, % pentru antrenare prin metoda gradientului
sigm= newff(minmax(P),[neur 1],{'tansig' 'purelin'},'traingd');
sigm.trainParam.Ir= input(\nValoarea ratei de invatare: ');
else % pentru antrenare prin metoda Levenberg-Marquardt
sigm= newff(minmax(P),[neur 1],{tansig' 'purelin'},'trainim’);
end

disp('Valorile initiale ale parametrilor:")
disp(" Stratul de intrare:")
sigm.IW{1,1}

sigm.b{1}

disp(' Stratul de iesire:")
sigm.LW{2,1}

sigm.b{2}

iteratii= input("\nNumar de iteratii: ');
sigm.trainParam.epochs= 1;
sigm.trainParam.goal= 2e-4;
sigm.trainParam.show= inf;

figure(1);

hold on;

h= plot(P,sim(sigm,P));

title('Aproximarea initiala');

Err(1)= mse(T-sim(sigm,P));
%eroarea medie patratica inainte de inceperea antrenarii;
% vectorul "Err" va contine evolutia erorii

% antrenarea retelei
echo off
for i= 1:iteratii,
[sigm, tr]= train(sigm,P,T);
Err(i+1)= tr.perf(1);
pause(0.1);
delete(h);
title(strcat('lteratia:’, num2str(i)));
h= plot(P, sim(sigm,P));
if Err(i)<= sigm.trainParam.goal
break;
end
end

%evolutia erorii

disp('Apasati o tasta pentru a vedea evolutia erorii functie de numarul de epoci...");

pause;

iteratii=i; %numarul de epoci cat a durat antenarea
fprintf('Eroarea medie patratica obtinuta este %g\n\n', Err(i));
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fprintf("\n\nAntrenarea a durat %g iteratii\n', iteratii);

disp('Valorile finale ale parametrilor:')
disp(' Stratul de intrare:")

disp(" Ponderi:')

sigm.IW{1,1}

disp(' Deplasari:'")

sigm.b{1}

disp(" Stratul de iesire:')
disp(' Ponderi:")
sigm.LW{2,1}

disp('" Deplasari:")
sigm.b{2}

figure;

semilogy((0:iteratii), Err);

xlabel('iteratii');

ylabel('eroarea’);

title('Eroarea medie patratica functie de numarul de iteratii');

disp('Apasati o tasta pentru a vizualiza capacitatea de generalizare a retelei
antrenate...");
pause;

% verificare capacitate de generalizare a retelei antrenate

Pg1=-0.1:.02:0;
Tg1 =1+exp(-Pg1).*sin(2*pi*Pg1-pi/2);
Pg2 =1:.02:1.1;

Tg2 =1+exp(-Pg2).*sin(2*pi*Pg2-pi/2);

figure(1); hold on

plot(Pg1, Tg1, 'r™); plot(Pg2, Tg2, 'r*);
Yg1=sim(sigm,Pg1); Yg2= sim(sigm,Pg2);
plot(Pg1, Yg1, 'g-'); plot(Pg2, Yg2,'g-");
hold off;

Programul prezentat mai sus poate fi folosit pentru a efectua analiza ceruta.

De exemplu, pentru o retea cu 7 neuroni pe stratul de intrare, impunand 2e-4 ca valoare
de prag pentru eroarea patratica medie, antrenarea prin metoda Levenberg-Marquardt dureaza
17 epoci, ajungandu-se la eroarea patratica medie 0.000117845.

Figura 8.14.1.(a) ilustreazd evolutia erorii medii patratice MSE pe parcursul a 17 de
epoci de antrenare utilizand algoritmul Levenberg-Marquardt pentru reteaua cu 7 neuroni pe

stratul de intrare. Aproximarea realizatd de reteaua antrenatd poate fi vizualizatd in figura
8.14.1.(b).
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Evolutia MSE la antrenarea prin L-M Iteratia:17, antrenare L-M

e T T T T
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L1 | | | |

+ | | | |

+ | | | |

| | | |
z=t=z== 15 -—---- i s - -

T | | |
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Figura 8.14.1. (a) Evolutia erorii medii patratice MSE pe parcursul a 17 de epoci de
antrenare utilizand algoritmul Levenberg-Marquardt pentru o retea cu 7 neuroni de intrare.
(b) Aproximarea realizata de reteaua antrenata.

Problema 8.15.
Sa se reia Problema 3 pentru aceiasi vectori tinta si vectorii prototip:

z; = @(x;) =1+ exp(—x;)sin(87x; —%), i=1,..,51.

Indicatii si raspunsuri:

In programul arna_bp2 se modifica in mod corespunzator matricea vectorilor tinta.

% definirea tintelor T
T =1+ exp(-P).*sin(8*pi*P - pi/2);

Problema 8.16.

Se considera imaginea RGB din figura 8.16.1 reprezentand un preparat microscopic dintr-un
aliaj de cupru care contine trei elemente diferite, si anume: cupru (cromaticitate maron
inchis), crom (cromaticitate maron deschis) si plumb (cromaticitate albastra).

Sa se determine procentele din aria totald a imaginii pe care le ocupa fiecare din cele trei
elemente.

Indicatii si raspunsuri:

Datoritd complexitatii problemei, solutia acesteia este prezentatd in continuare foarte sumar.
Pentru elaborarea programelor MATLAB, 1n afard de functiile din pachetul Neural Networks
Toolbox sunt necesare functii specifice prelucrarii de imagini, din Image Processing Toolbox.
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Figura 8.16.1. Imaginea color a preparatului microscopic din aliaj de cupru.

Pentru clasificarea pixelilor imaginii considerate se tine cont de faptul ca fiecare pixel p
al imaginii color este caracterizat prin:
(i) un vector cu douda componente, notat g(p), care exprima coordonatele

geometrice ale pixelului;
(i) un vector cu doud componente, c(p), care exprima coordonatele de culoare din

cubul RGB.
Folosind coordonatele geometrice, sa definim multimea pixelilor G, care corespund

regiunilor ocupate de elementul e;, k=1,2,3, unde ¢, semnifica cuprul, e, semnifica cromul
si e; semnificd plumbul. Evident, multimile G, sunt disjuncte.

In cubul RGB (scalat [0,1]x[0,1]x[0,1]) definim multimea de culori asociati fiecarui
element ¢, k=1,2,3.

Ck ={U0(p)|g(p)eGk}. (8.16.1)

p

Ipoteza de lucru: Cel putin din punct de vedere teoretic, se poate considera ca multimile
G, C,, C5 sunt distincte. Satisfacerea practica a acestei ipoteze depinde de calitatea imaginii

color.

Algoritm

Pasul 1. Se selecteaza esantioane de culoare reprezentative pentru cele trei tipuri regiuni §i se
definesc multimile de esantioane C;,C,,C;. (Aceasta constituie cea mai buni
posibilitate de a obtine informatii partiale despre multimile de culori C;,C,,C; care
sunt necunoscute ca valori concrete ocupate in cubul RGB. Se elimind vectorii identici

din fiecare multime de culoare. In baza ipotezei de lucru considerate, C, c C,,

k=1,2,3 i, drept urmare multimile de esantioane C;,C,,C; sunt disjuncte.)
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Figura 8.16.2 ilustreaza o modalitate de alegere a multimilor de esantioane C~’1,C~’2,C~’3.

Figura 8.16.3 prezinta plasarea culorilor din 6’1,6’2,6‘3 in cubul RGB. Pentru

reprezentarea grafica se utilizeaza conventia: C, - galben, C, - rosu, C;- bleu.

)

Figura 8.16.2. Alegerea esantioanelor de culoare din regiuni reprezentative ale imagini.

Blue

Figura 8.16.3. Plasarea culorilor din multimile de esantioane Cy,C,, 63
in cubul RGB scalat [0,1]x[0,1]x[0,1].

Pasul 2. Se antreneaza o retea neurald cu arhitecturd adecvata astfel incat sa clasifice in 3

clase culorile din multimile de esantione C;,C,,C;.
Pasul 3. Se utilizeaza reteaua antrenata pentru a clasifica toti pixelii din imagine in cele 4

clase, corespunzitoare lui C;,C,,C;.
Pasul 4. Se construieste o noud imagine digitala in care se definesc urmatoarele 3 regiuni
G ={Use(p)lc(p) e class k}, k=1,2,3, #)
P
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care estimeaza regiunile ideale de interes G, . Se utilizeazd 3 culori distincte pentru a
reprezenta regiunile estimate G, G,,G; (strategie care asigurd o buni vizualizare). In
limbajul specific procesarii imaginilor, operatia prin care se obtin regiunile G;,G,,G;ca
estimdri ale regiunile ideale Gj,G,,G;.poartda denumirea de “segmentare”.

Figura 8.16.4 prezinta clasificarea realizatd de o retea cu 8 neuroni in primul strat,
antrenatd in Pasul 3 prin algoritmul Levenberg-Marquardt pana la o eroare patratica
medie 4.87e-010 (obtinuta dupa 16 iteratii).

Figura 8.16.4. Separarea in clase (regiuni de interes realizata de o refea cu 8 neuroni in
primul strat §i antrenata prin algoritmul Levenberg-Marquardt.

Pasul 5. Se misoari ariile regiunilor estimate G,, G,, G; si se calculeaza procentele ocupate

de fiecare.

Pentru segmentarea prezentatd in figura 8.16.4 se obtin urmatoarele procente: 59.27 %
pentru é1 (galben), 23.55 % pentru éz (rosu) si 17.18 % pentru G3 (bleu). Ajungem astfel la

concluzia cd aliajul considerat contine 59.27 % crom, 23.55 % cupru si 17.18 % plumb.

Problema 8.17.

Pe baza exemplului prezentat in sectiunea 6.4.1.A sa se construiasca modelul Simulink pentru
identificarea sistemului liniar descris de functia de transfer

125¢7*
G(s)= > ,
100s” +40s +3

considerand perioada de esantionare a semnalelor de 1 secunda.

Sa se ruleze experimentele de identificare off-line si on-line in urmatoarele conditii:

a.  iesirea procesului nu este afectatd de perturbatii;

b.  iesirea procesului este afectatd aditiv de perturbatii de tip Gaussian care pot atinge 1%
din amplitudinea maxima a semnalului util (corespunzand, de exemplu, zgomotului de
conversie al unui convertor A/D cu rezolutie scazutd).

Corespunzator ecuatiei (6.1.1), se vor lua in discutie urmatoarele cazuri:
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() d=4,n=2,m=1;
(i) d=4,n=2,m=2;
(fiyd=4,n=3,m=2;
(ivyd=4,n=3,m=3;

Pentru fiecare din cazurile (7)-(iv) se va fixa valoarea de prag a erorii patratice medii
utilizatd in antrenarea retelei (mean squared error goal) la valorile 107 si apoi 0; in fiecare
caz 1n parte se va comenta legatura dintre parametrii retelei neurale si coeficientii functiei de

transfer discrete corespunzatoare sistemului, obtinuta prin apelarea functiei Matlab c2d.

Dupa rularea unui experiment de identificare, se va rula, pentru validarea modelului, un
experimentul de simulare, considerand ca semnal de intrare in sistem si in modelul neural
obtinut atat un semnal de tip zgomot alb, cat si un semnal determinist, de tip treaptd unitara

sau sinusoidal.

Indicatii si rispunsuri:

Se utilizeaza modelele Simulink prezentate in figurile 8.17.1 si 8.17.2.

- [
input Scope
s
’_Jjj_ = e
u u Faram
Zero-Crder L weights
W . TR LI_N_ID
Er
Band-Limited Bl - arrar
hite Moise - J_LL_' =
Linear Meural 1Dentifiar
current errar
Zero-DOrder
Hald
ooy o[-

autput

Scopet

Figura 8.17.1. Exemplu de construire a modelului Simulink pentru identificarea
sistemului dinamic din problema 8.17.

Pentru discretizarea functiei de transfer date se utilizeaza secventa de comenzi

MATLAB de mai jos.

% functia de transfer in timp continuu
s= tf('s");

Gc= 125/ (100*s*s + 40*s + 3);
Gc.ioDelay= 3

Gd= c2d(Gc, 1, 'zoh)

% discretizare cu perioada de esantionare T=1
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% - >
100:2+405+3 e

Transport Transfer Fen Zero-Order

Delay Hold2 Soope
5 )

Sine Wave

In LI_H_S1 Out - J_LL —
— ve

Zero-Order
Hald1

Linear Meural Simulator

Figura 8.17.2. Exemplu de construire a modelului Simulink pentru simularea
sistem dinamic utilizand modelul neural identificat.

Se obtine astfel

5 05424047 4 0.54+047z7

Gy(2)=2" =z : -
z"-1,64z+0.67 1-1,64z " +0.67z

ceea ce arata cd in timp discret sistemul liniar considerat este descris de ecuatia cu diferente:

(1 ~1,64z7" +0.67z‘2) yk]=z" (0.54+o.47z‘1)u[k]

adica:
yk]1=164y[k—1]-0.67y[k—2]+0.54ulk —4]+0.47ulk -5].
Parametrii modelului neural obtinut prin identificare pot fi comparati cu parametrii
modelului exact obtinut prin discretizare.

Problema 8.18.

Se considera sistemul neliniar in timp discret descris de ecuatia cu diferente (pentru o
perioada de esantionare T=1 secunda):
Sy~ k= atk=2]
1+ 2y[k -1k - 2]
1. Folosind blocurile Simulink prezentate in sectiunea 6.3, sa se obtind un model neuronal de
tip MLP pentru procesul dat, efectuand experimente de identificare off-line §i on-line 1n
urmatoarele conditii:
(a) iesirea procesului nu este afectatd de perturbatii;
(b) 1esirea procesului este afectata aditiv de perturbatii de tip Gaussian care pot atinge 1%
din amplitudinea maxima a semnalului util (corespunzand, de exemplu, zgomotului de
conversie al unui convertor A/D cu rezolutie scazuta).

1.5u(k —1) +ulk -2].
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Corespunzdtor modelului NNARX, se va lua in discutie atit cazul cand intarzierile
retelei neuronale sunt egale cu Intarzierile reale ale procesului, cat si cazul introducerii unor
regresori suplimentari in modelul neuronal.

2. Calitatea modelelor neuronale obtinute va fi apreciatd din punct de vedere al analizei
comparative a raspunsurilor obtinute de la proces si respectiv model, pentru urméatoarele
cazuri:

(a) semnal de intrare aleator cu distributie uniforma in intervalul [-1, 1];

(b) semnal de intrare aleator binar de nivele 1 si -1.

3. Modelele obtinute vor fi folosite pentru a realiza controlul predictiv al procesului
considerat in urmatoarele cazuri:

(a) referintd sinusoidald, cu amplitudine 1, faza initiald O si pulsatie 27/250 rad/sec.;

(b) referinta in forma de dinti de ferdstrau de amplitudine 1, offset 0.5 si perioada 100

secunde.

Pentru algoritmul de control predictiv, se vor considera urmatorii parametrii: orizont de
control N,=2, orizont minim de predictie N;=1, orizont de predictie N>=3 si ponderea asupra
comenzii 1=0,2.

Indicatii si rispunsuri:

Se utilizeaza blocurile descrise in sectiunea 6.3 pentru a construi modele Simulink similare
celor prezentate in sectiunea 6.4.
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Anexa A

METODE DE OPTIMIZARE UTILIZATE CA
ALGORITMI DE ANTRENARE SUPERVIZATA
A RETELELOR NEURALE

A.l. Introducere

Se considera o functie f:R"” — R a carei valoare minima pe o multime Q c R dorim sé o

determindm. Se obtine astfel problema de optimizare:
minimizarea f(x) (A.1.1)

cu restrictia x € Q.
Functia f este denumitd functie de cost sau functie obiectiv, iar Q reprezinta

multimea valorilor fezabile ale vectorului de decizie x =[x}, x,, ...,xn]T eR".

In cazul in care Q< R”, (A.1.1) reprezinti forma generald a unei probleme de

optimizare cu restrictii. Dacd Q =R" se obtine o problema de optimizare fara restrictii.
In multe situatii concrete, multimea restrictiilor este precizata sub forma:

Q:{xeR" h(x)zO,g(x)SO},

unde functiile #:R" - R" si g:R"” — R” sunt cunoscute.
Definitia A.1.1. Fie f:R" >R si Qc R".

Un punct x* € Q este punct de minim local pentru fpeste Q dacd 3¢ > 0 astfel incat

f(x)> f(x"), pentru orice x € Q\{x"} satisficand ||x - x" |<¢.
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Un punct x* € Q este punct de minim global pentru f peste Q dacid f(x)> f(x")

pentru orice x e Q\{x"}. m
Punctul de minim x* reprezinti argumentul care minimizeaza functia f (pe Q sau pe
intreg spatiu R” ) si se noteazd x* =argmin ,_o f(X) sau x" =argmin f(x).
Daci in definitia A.1 se inlocuieste “> cu “>” atunci punctul x* reprezinti un punct
de minim (local sau global) strict.

Figura A.1.1 prezinti graficul unei functii f:R —R. Punctele x; si x, sunt puncte

de minim global, respectiv local, strict; iar x; este punct minim local nestrict.

A
VACY)

=Y

% * *
0] X1 Xy X3

Figura A.1.1. Puncte de minim ale unei functii reale.

A.1.1. Conditii de minim local

Pentru prezentarea unor conditii necesare (si suficiente) de minim, este nevoie de céteva
cunostinte preliminare.
Definitia A.1.2. Se considera functia f:R" — R, de doua ori derivabila pe R" .

Gradientul functiei scalare f intr-un punct x este vectorul coloand format cu derivatele
partiale de ordinul 1 ale lui £,

T
Vf(x){i(x) I () - gu)} (A.12)

8xl 8x )

iar matricea Hessian a lui f'este formata cu derivatele partiale de ordinul 2 ale lui f:
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oS o> f o> f
E(x) 0x,0x, (x) - 0x,0x,, ()
o*f o°f Lo
H (x) =| dxyox, 0 oron, ) (£V2/0)  m(ALd)
o*f of Lo
_axnﬁxl (x 0x,,0% (x) axn2 (x) |

Daca functia f este de clasa C2, (adica feste de doua ori derivabila si derivata a doua

a sa este continud pe R") atunci, conform teoremei Clairaut-Schwarz are loc egalitatea
derivatelor partiale de ordinul 2

0 o°
e
Ox;0x Ox ;Ox;

astfel ca matricea Hessian este simetrica.

(x), VxeR",i,j=Ln,

Exemplul A.1.1.

a) O functie liniara pe R" este definitd printr-o relatie de forma f(x)=d Tx, unde
d=[d d, ... d, ]T e R". Gradientul acestei functii este Vf(x)=d .

b)  Consideram functia definita prin f(x)= %xT Ax+b'x+c,unde AecR™, beR" si

ceR. Dacd matricea A este simetricd, functia f se numeste forma patratica si
Vf(x)=Ax+b 1ar H,(x)=A. Dacd matricca 4 nu este simetrica, atunci

Vi(x)=1(a+AN)x+b si H (x)=1(4+4"). n

Definitia A.1.3. Un vector d e R", d #0 reprezintd o directie fezabila in punctul
x € Q) dacd existd o >0 astfel iIncdt x+ad €Q, pentru orice a €[0,,]. [

In figura A.1.2 directia d, este fezabild in punctul x, in timp ce d, nu este fezabila.

Se observa ca daca x este punct interior multimii € atunci orice directie este fezabild in x.

X
d2

d

Figura A.1.2. llustrarea grafica a conceptului de directie fezabila intr-un punct x.
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Definitia A.1.4. Fie f:R" >R si deR" o directie fezabila in punctul xeQ.

Derivata directionald a lui f in directia d , notata % , este definita prin:
I (x)= lim L&D = () m (A.1.4)
od a—0 (94

Daci vectorul d este unitar, adica ||d || =1, atunci 0f /dd reprezinta rata de crestere a
lui f in directia d si poate fi calculata considerand f(x + ad) ca functie de « :

%(x) - dif(x vad) | o= [V/ I -d=d" -Vf(x). (A14)
(04

Urmatoarele propozitii precizeaza conditii necesare (si suficiente) de minim.

Teorema A.1.1. Fie QcR" si f:R" >R, feCl,.Daca x* este punct de minim

local al lui fpeste Q, atunci pentru orice directie d fezabild in x” este satisficuti conditia
dT VF(x*)=0. m(A.1.5)
Corolar A.1.1. Fie QcR" si /:R" >R, fe CIIRH. Dacid x" este punct de minim
local al lui fsi x* este punct interior multimii Q atunci:
Vi(x")=0. m(A.1.6)

Teorema A.1.2. Fie QcR" si f:R" >R, fe C]%Rn , X" un punct de minim local al

lui fpeste Q si d o directie fezabild in x*. Daca d” -Vf(x*) =0, atunci
d"H (x")d 20, (A.1.7)
unde H f(x*) reprezinti matricea Hessian a lui fcalculati in x*. ]
Corolar A.1.2. Fie x* punct interior multimii Qc R” si f:R" >R, fe ny . Daca

x" este punct de minim local al lui / atunci:
VA(x")=0 (A.1.8)

si matricea Hessian H (x") este pozitiv semidefinitd (H ,(x*) > 0), adica

d"H  (x")d 20, Yd e R"\{0}. m (A.1.9)

Conditiile necesare prezentate in Corolarul A.1.2 nu sunt insa si suficiente, asa cum se
poate observa in cazul functiei fj:R >R, f(x)= X, pentru punctul x* =0 (figura A.1.3.a)

care satisface f](0)= £,"(0)=0. O situatie similard este cea a functiei fZ:R2 ->R,

fH(x)= x12 — x% , in punctul x* =[0 O]T (figura A.1.3.b) care reprezintd un punct in sa.

Urmatoarea teoremd prezintd conditii suficiente de minim local.
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Teorema A.1.3. Fie f:R" >R, fe Cﬂén ,si x" un punct interior multimii Q c R”.

Daca
Vi(x")=0, (A.1.10)
si matricea Hessian in punctul x* este pozitiv definita ( H ’ (x*)>0), adica
d"H (x")d >0, Vd eR"\ {0}, (A.1.11)
atunci x* este punct de minim local strict al functiei f . [
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Figura A.1.3. llustrarea grafica a conceptului de punct in sa: (a) pentru functia f(x)= x> in

punctul x* =0, (b) pentru functia f(x;,x,)= xlz —x% in punctul x* =[0 O]T.

Exemplul A.1.2. Consideram functia f ‘R SR, f (x)=x12+x§, a carei reprezentare

graficd este prezentatd in figura A.1.4.
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Figura A.1.4. Reprezentarea grafica a functiei f(x;,x,)= xlz +x3.
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. o T . -
Gradientul lui f'Intr-un punct oarecare este Vf(x) = [2x1 2x,] . Conditia necesard de

minim (A.1.10) conduce la Vf(x")=0 daci si numai daci x* =[0 O]T. Matricea
2 0
Hessian este constantd pe R?, H I ={0 2}, simetricd si cu valori proprii strict

pozitive, 4 =4, =2>0, deci este pozitiv definitd. Aplicand Teorema A.3 rezultd ca
x' = [0 O]T este punct de minim local al functiei f'pe orice multime Q ce contine x*

in interior. In plus x* este punct de minim global al lui fpe R?. |

Exemplul A.1.3. O generalizare a cazului din exemplul precedent este reprezentata de forma
patratica

[R" SR, f(x)=1x"Ax+b x+c, (A.1.12)
unde A eR™" este matrice simetricd, 4’ = A, beR" si ceR. Pentru aceasti
functie, Vf(x)=Ax+b iar H ;(x)=A.

Daca matricea A este pozitiv definita, atunci functia /' admite un unic punct de minim

global pe R", care se determina prin rezolvarea ecuatiei V/(x)=0, ceea ce conduce

la x*=-A"'p. Dacid matricca A este negativ definitd (adica —A este pozitiv
definitd), atunci functia / admite un unic punct de maxim global pe R", care satisface
Vf(x)=0, adicd x* = —A"'p . In cazul in care nici 4 nici —A4 nu sunt pozitiv definite

nu se poate spune nimic despre punctele de extrem ale functiei f. ]

A.1.2. Rezolvarea ecuatiei Ax =b

In numeroase cazuri problema determindrii parametrilor necunoscuti ai unui model revine la

rezolvarea unei ecuatii liniare in vectorul x e R”, de forma
Ax=b (A.1.13)

unde AeR™" si beR™. In functie de dimensiunile si rangul matricei sistemului sunt
posibile urmatoarele situatii:

a) Daca m=n si matricea A este nesingulard, adica det A4 =0, atunci ecuatia (A.1.13)

admite solutia unica x" = A'b.

b) Consideram cazul m>n si rangA=n. Dacd rang A <rang[A b] (se spune cd matricea
A este de rang complet pe coloane), atunci ecuatia (A.1.13) nu admite solutii exacte.
[ - . - . * - o e . . 4 - ..
In aceasta situatie, se cauta o solutie x care sa minimizeze norma euclidiana a erorii

e=Ax—b. Vectorul x care satisface conditia || Ax—b ||%2 [ Ax"—b ||§, pentru orice

* . ~ . . A .
xeR", notat x =argmin Ax—b H% , poartd denumirea de solutie in sensul celor mai

xeR” “
mici patrate a ecuatiei (A.1.13).
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Pentru a determina aceasta solutie consideram functia
fiR" >R, f(x)=| Ax—b|}=(Ax—b) -(Ax—b)=x" AT Ax-2b" Ax+b"b (A.1.14)
care este patratica, de forma (A.1.12), si pentru care calculam
Vf(x)=24"Ax-24"b
T
H, (x)=24"A
Din conditia rang A =n rezultd ci rang(A” A)=n, astfel ci ecuatia Vf(x)=0 are solutie
unica
-1
x*=(ATA) Ab. (A.1.15)
Se observa ci matricea simetricd A7 A4 este pozitiv definitd (deoarece d TAT Ad = | Ad H§> 0

pentru orice d #0), deci, conform teoremei A.3, punctul x" (A.1.15) este unicul punct de
minim al functiei f.

In particular, daca m = n solutia (A.1.15) devine x* = A'b.

Valoarea minima a functiei (A.1.14) este

f(x*) = (Ax* —b)T .(Ax’k —b) = (A x*)T e —ble* =—ble",

unde " = Ax" — b, deoarece (Ax* )T e =%Vf(x*) =0.

¢) Consideram cazul m<n si rang A =m (se spune ca matricea 4 este de rang complet pe

linii), ecuatia Ax=»b admite o infinitate de solutii. In aceasta situatie ne intereseaza
determinarea acestel solutii care este mai apropiata de origine, adica minimizeaza || x||,, sau,

altfel spus, solutia problemei de optimizare
minimizare || x|, (A.1.16)

cu restrictia Ax =b
Solutia unica a acestei probleme este data de

x=AT44")7"p. (A.1.17)
Pentru a demonstra acest fapt, considerim o solutie x # x* a ecuatiei 4x =b. Se observi ci
2 = I x-x") 2" B[ e -x)y x| [(r-x) 2]
= [l =x" [+l 2" |7 +2x" - (x - x).
Aratam in continuare c¢a x*7 -(x—x") =0 deoarece:
T (x—x")= [AT (44" )‘lb]T [x— AT (44" )—lb] =" (44" )—1A[x— AT (44" )—11;] =
=b7(447)! [Ax — (44T (44T )—lb] =b7 (44T [b-b]=0
In consecinti, pentru orice solutie x# x" a ecuatiei Ax=»b, cum || x—x" L#0,

rezultd ca || x|[3= || x—x* |5 + || x" 5> || x* |3, ceea ce trebuia demonstrat.
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In particular, daci m = n solutia (A.1.17) devine x™ = A'p.

Observatie. Fie AeR™" o matrice dati. Matricea AT € R™" se numeste pseudo-
inversa Morre-Penrose (inversa generalizatd) a matricei 4 daca

AATA=4
si existd matricele U e R™", V e R™"  astfel incat
At =vA", 4T = A"V,

Relatia AT =UA" aratd ci fiecare linie din matricea A7 este o combinatie liniara a liniilor
din A" iar A" = ATV arata ca fiecare coloand din A" este o combinatie liniara a coloanelor
din A" .

Se poate demonstra ca, daca exista o pseudo-inversa Morre-Penrose A" a matricei 4,
atunci este unica. Pseudo-inversa unei matrice are urmatoarele proprietati:

(7)) = () (a7) = .
AATA=4, ATa44" = 4T,
(AAT)T A4, (A’fA)T —At4.

A . . . -1
In cazul in care Ae R™", cu m>n si rang A =n, atunci matricea Af= (ATA) A"
este pseudo-inversa Morre-Penrose a matricei A .
-1
Dacdi AeR™ cu m<n si rangA=m, matricca A'= AT(A AT) este pseudo-

inversa Morre-Penrose a matricei A .
Cu aceste observatii, solutia (A.1.15) in sensul celor mai mici patrate obtinutd in cazul
m=n cu rang A=n, si solutia (A.1.17) care minimizeaza || x||, obtinuta in cazul m<n cu

rang A = m, pot fi puse sub forma
x"=A%. m(A.1.18)

A.1.3. Estimatorul celor mai mici pdtrate

In numeroase situatii, iesirea unui model, y € R, depinde de intrarea u € R” printr-o relatie
liniard in parametrii x =[x, X,,..,x,]" € R":

y= filw)x + fr(u)xy +...+ f,(w)x,, (A.1.19)
in care functiile f,, f5,..., f,, :R™ — R’ sunt cunoscute. Ecuatia (A.1.19) poate fi scrisd sub

forma matriceala:
¥ = Mu)x (A.120)

in care matricea M (u) e RP™" este data de M (u) =[ fi(u) f(u) ... f,(w)].

Pentru determinarea parametrilor modelului, de regula se efectueazd experimente care
sa asigure obtinerea unui set de perechi de valori intrare-iesire (u;,y;), i =1, N. Inlocuind
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fiecare asemenea pereche in ecuatia (A.1.20) se obtine:

n=Mx
Yy =Myx
Yy =Myx
unde M; = M(u;),i =1, N . Cu notatiile
M, N
A=| M2 | cron | P2 |cr,
My YN
sistemul de ecuatii precedent poate fi scris in forma echivalenta
Ax=b. (A.1.21)

Astfel, problema determinarii parametrilor modelului (A.1.19) revine la rezolvarea
unei ecuatii matriceale liniare de forma (A.1.13). In general, numarul N de perechi de date pe
baza carora se doreste determinarea parametrilor x este mare, astfel incat matricea A4
satisface conditia rang 4 =n si se ajunge la cazul prezentat in sectiunea A.1.2.b.

Vectorul
* T\ T
X =(4T4) 4"p,
de forma (A.1.15), care asigura minimizarea erorii patratice

1 1
f@) = dx=bly =2 Y Mx -y, (A1.22)
i=1

poarta denumirea de estimator al celor mai mici patrate (eng. Least-Squares Estimator —
LSE) corespunzator modelului (A.1.19).

A.1.4. Forma generala a metodelor iterative de optimizare

Consideram o functie f:R”" >R de clasa Cf&n al cirei punct de minim notat x"

presupunem ci existd si ne propunem si-1 determindm. In general, functia f poate fi neliniara
in argument, astfel ca pentru determinarea minimului acesteia se utilizeaza o procedura
iterativa care sa permitd explorarea domeniului de definitie al functiei Intr-un mod cat mai
eficient.

Ideea de baza a metodelor iterative este urmatoarea: fiind dat un punct initial x, € R"
se genereazad o secventa {xk}keN pe baza unei reguli de forma x;; = x;,(x;), k=12,....

Un algoritm iterativ este acceptabil atunci cand este garantatd convergenta secventei generate
catre solutia optimala a problemei. Daca conditia de convergenta este satisfacuta, procedura
iterativa se opreste atunci cand o anumita conditie de stop este Indeplinita.
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Fie x;, punctul determinat la sfarsitul iteratiei k—1. La iteratia k, pornind din x;, se
determina directia d) de cdutare a minimului si factorul 7, >0 care precizeaza lungimea
pasului ce urmeaza a fi facut pornind din x; in directia d; . Noul punct x;,; se determina
utilizand relatia

X =X, +md . (A.1.23)
Daca algoritmul vizeaza gasirea punctului de minim al functiei f, acest punct ar trebui sa
satisfaca inegalitatea
) () =1 (% +medi) < f (). (A.1.24)
In literatura neuro-fuzzy, factorul 77 >0 este denumit rata de invatare (eng. learning rate).
Criteriul de stop este testat la Inceputul fiecarei iteratii. Unul dintre criteriile de stop

utilizate Tn metodele iterative de cautare a minimului unei functii este
IVf (%) <€ (A.1.25)

unde || || noteaza o norma vectoriala convenabil aleasa (de reguld norma euclidiand) si £ >0

reprezinta toleranta impusa la startarea algoritmului. Daca conditia (A.1.25) este satisfacuta,

vectorul gradient in punctul curent Vf (x; ) tinde la zero si secventa iterativa {x; }, . tinde

catre un punct stationar al functiei f.
Alte criterii de stop frecvent utilizate sunt:
||xk —xk_1|| < g, (A126)

f ()= f (x)| <& (A.1.27)
Criteriile (A.1.26), (A.1.27) se utilizeaza atunci cand este de asteptat ca algoritmul sd

convearga rapid, in timp ce criteriul (A.1.25) este utilizat atunci cand algoritmul converge mai
lent. Criteriile de stop de forma

X, —X
X =2 <e (A.1.28)
e
x)—f(x
fex0) - /€ k—1)|<g (A.1.29)
|/ ()|
testeazd valori relative, independente de unitatile de masura.
Structura de baza a unui algoritm de optimizare iterativ este urmatoarea:
Algoritmul O (algoritm de baza).
Pas 0. (Inifializare) Pentru k =0 se precizeazd punctul initial x, € R", valoarea de

prag ¢ >0 si numarul maxim de iteratii N € N.
Pas 1. (Testare criterii de stop)
1.1 Daca ||Vf(xk )” < ¢, treci la Pasul 6.

1.2. Daca k = N, treci la Pasul 6.
Pas 2. (Determinarea directiei de cautare) Utilizand o anumita schemd iterativa se
determina directia d, de descrestere a functiei f.
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Pas 3. (Determinarea lungimii pasului) Se determina factorul mn, care precizeaza
lungimea pasului, astfel incadt sa fie satisfacuta conditia de descrestere
S (xp+mdy ) < f ().
Pas 4. (Actualizare) Se calculeaza urmatorul punct
Xy = X 1)y
Pas 5. (Ciclare) Se seteaza k =k +1 gi se trece la Pasul 1.
Pas 6. (Finalizare) Se returneaza punctul final x ; = x;.

Evident ca la pasul 1.1 in locul criteriului (A.1.25) poate fi utilizat oricare dintre
criteriile de stop (A.1.26)—(A.1.29) prezentate anterior.

Diferentele dintre diferite metode de minimizare constau in modul de determinare a
directilor succesive de cautare. Odata determinatd aceasta directie, unii algoritmi considera
valori constante ale lui 77, alti algoritmi ,,adapteaza” lungimea pasului la fiecare iteratie.

A.1.5. Metode de cautare liniara

Metodele de optimizare unidimensionald, numite si metode de cautare liniarad, stau la baza
metodelor de optimizare a functiilor multivariabile. Acest fapt poate fi observat la pasul 3 al
algoritmului general de optimizare unde factorul 7 > 0 este frecvent determinat astfel incat sa

fie minimizata functia ¢(n7) = f(x;, +1d;) cu n=0.
Pentru fixarea cadrului de discutie, consideram o functie ¢:R — R, care admite un

punct de minim 7" €[0,+00), adici

o(n") = I;lzlg (1) . (A.1.30)

Daci existd un interval inchis [a,b] < [0,+w) astfel incat ™ e[a,b] (firi ca pozitia efectivi a
punctului de minim sa fie cunoscutd), intervalul [a,b] este numit interval de cautare (sau

interval de incertitudine) pentru problema de minimizare unidimensionald min ¢(77) .
n=>0

Una dintre cele mai frecvent utilizate metode de cdutare liniara este metoda sectiunii
de aur (eng. golden search method). Aceasta metoda poate fi aplicata 1n ipoteza ca functia ¢

este unimodald pe intervalul de cautare [a,b], adica este strict descrescatoare pe intervalul

[a,n*] si strict crescatoare pe intervalul [5",b]. In aceasti ipoteza, oricare ar fi doud puncte
A, p€la,b], cu A< u, auloc urmatoarele implicatii:

- daci u<n",atunci (1) > (1) ;

- dacd A>n", atunci (1)< p(u);
Ipoteza de unimodalitate nu presupune continuitatea sau derivabilitatea functiei de minimizat.
In plus, utilizind aceastd ipotezd, intervalul de cautare poate fi restrins eliminind acele

portiuni care, cu certitudine, nu pot contine punctul de minim. Aceasta se realizeaza
observand ca, daca functia ¢ este unimodala pe intervalul [a,b] si consideram A, u €[a,b],

cu A < u, au loc urmatoarele implicatii:
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- daca p(A) <e(u), atunci [a, ] este un interval unimodal pentru ¢ ;
- dacd (A1) = ¢p(u), atunci [A,b] este un interval unimodal pentru ¢ .

Pe baza acestor observatii, principiul de bazd al metodei sectiunii de aur este
urmatorul. Considerdm ca la iteratia & intervalul de cautare este [a;,b; ], interval pe care

functia ¢ este unimodald. Considerdm doud puncte A, €[a;,b,], cu 4, < 14, si aplicam
observatia precedenta:
- daca o(4)<e(y), atunci [a;, 1, ] este un interval unimodal pentru ¢ si setdm
Ayt = g by = 1
- daca o(4;)=¢(u, ), atunci [4;,b, ] este un interval unimodal pentru ¢ si setdm
U1 = A by = by
Pentru a reduce numadrul de evaluari ale functiei ¢ la fiecare iteratie, punctele A, si g se
aleg astfel incat sa fie satisfacute urmatoarele conditii:
- Mg —ag=b— Ay,
- rata de reducere a intervalului de incertitudine la fiecare iteratie sa fie aceeasi,
b~ =P (b —ar), p(0, 1),
- la fiecare iteratie sa fie introdus numai un singur punct nou.
Tinand cont de primele doua cerinte se ajunge la

A = ay + (1= p) (b —ay),
e = ap + p(by —ay).
Aplicand aceste relatii pentru intervalul [a;,;, b;,;] si impunind conditia ca la o iteratie sa fie

(A.1.31)

introdus numai un singur punct nou, se ajunge la concluzia ca factorul p € (0, 1) trebuie sa fie

ales astfel incat ,02 =1- p. Singura solutie pozitiva a acestei ecuatii fiind

p_\E—l
2

~0.618, (A.1.32)

relatiile (A.1.31) pot fi rescrise in forma
A =a;, +0.382(b, —a;),
k= ay (b —a) (A.1.33)
M = ay +O618(bk —ak).

Din acest motiv metoda sectiunii de aur mai este numita si metoda 0.618.

Structura metodei sectiunii de aur pentru minimizarea unei functii ¢ unimodale pe un
interval [a,b] = [0,+0) este urmatoarea:

Algoritmul GSM (Golden Section Method).
Pas 0. (Initializare) Pentru k =0 se precizeaza intervalul initial de cautare [ay, by],
valoarea de prag & >0 si numarul maxim de iteratii N € N. Se calculeaza
/10 =4qy + 0382(1)0 —ao),
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Pas 1.

Pas 2.

Pas 3.

Pas 4.

Pas 5.
Pas 6.

(Testare criterii de stop)
1.1 Daca b, —ay; < ¢, treci la Pasul 6.

1.2. Daca k = N, treci la Pasul 6.
(Compararea valorilor functiei) Daca ¢(A4;,) < @(u,) treci la pasul 3, altfel,

daca o(A;) > o(uy,) treci la pasul 4.
(Cazul 1) Se seteaza
A1 = Hes by = b Ay = s P(Ageir) = p(4)-
Se calculeaza noul punct 1y, . = a;; +0.618(by, —ay,,) si valoarea functiei
in acest punct, (). Se trece la pasul 5.
(Cazul 2) Se seteaza
A1 = > Dpat = > M) = Aes P(tge) = (Ay)-
Se calculeaza noul punct Ay = a1 +0.382(by 4 —ay,1) sivaloarea functiei
in acest punct, ¢(A;,1). Se trece la pasul 5.

(Ciclare) Se seteaza k =k +1 gi se trece la Pasul 1.
(Finalizare) Se returneaza punctul final 1, = %(ﬂk +4).

In afara metodei sectiunii de aur, pentru cautare liniard mai existd numeroase metode

bazate pe interpolare patratica sau cubica, sau metode de cautare inexacta. Aceste metode
presupun insd ca functia criteriu satisface unele conditii suplimentare, de exemplu sa fie de
doua ori derivabila.

- flx)=c¢
5 V/ (%)
Figura A.2.1. Interpretarea geometrica a gradientului intr-un punct
pentru o functie reala de doua variabile.
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A.2.Metode de optimizare bazate pe gradient

O categorie importantd de metode de minimizare se bazeazd pe calcularea gradientului
functiei obiectiv In punctul curent pentru determinarea directiei de cdutare, fiind denumite
metode de gradient. Din aceastd categorie fac parte: metoda de descrestere maxima (eng.
steepest — descent method) si metodele de tip Gauss — Newton. Aceste metode sunt frecvent
utilizate in probleme de aproximare a modelelor neliniare, fiind astfel in stransa legitura cu
tehnicile neuro-fuzzy.

Metodele bazate pe gradient utilizeazd proprietatile geometrice ale gradientului unei
functii intr-un punct X pentru care f(X)=c. Daca gradientul functiei f in punctul X este

nenul, Vf(x)=0, atunci Vf(X) este un vector ortogonal pe vectorul tangent la o curba
neteda arbitrard ce trece prin X pe multimea de nivel constant f(x)=c (figura A.2.1).
Reamintim faptul ca, fiind data o constantd ¢ e R, multimea de nivel ¢ a functiei f este

multimea punctelor x e R" ce satisfac f(x)=c.
Tinand cont de aceasta interpretare, pentru ca o directie de cautare a minimului d # 0

sa fie fezabild in punctul % trebuie ca d! -Vf(%)<0 (figura A.2.2). Se observa ca directia
d =-Vf(x) este fezabila in x.

Vi (X)

Figura A.2.1. Alegerea unei directii fezabile de cautare a minimului.

A.2.1. Metoda steepest-descent (de descrestere maxima)

In aceastd metoda, la fiecare iteratie este ales pasul 7d astfel incat si fie asigurati

descresterea maximd a functiei obiectiv in directia d consideratd. Concret, la iteratia k,
pornind din punctul x;, este efectuatd o cdutare a minimului In directia opusa gradientului,

d, =-Vf(x;). Marimea pasului este determinatd astfel Incat sd fie minimizatd functia:
o (1) = [ (%, =1 Vf(x;)) , alegand
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e :argminf(x(k)—an(xk)). (A.2.1)
1n=0
Se obtine astfel punctul
X1 =X — 1 V(X)) (A2.2)
din care va fi efectuatd o noua cautare in acelasi mod la urmatoarea iteratie.
Se poate demonstra ca dacd secventa x;, X;, ... a fost determinatd prin algoritmul de

descrestere maximd pentru minimizarea unei functii f pornind din X, atunci pentru orice

k e N vectorul x;_ ; —x; este ortogonal pe x;,, —x;,; (vezi figura A.2.2).

CO >CI>C2 >

X0

Figura A.2.2. llustrarea primelor iteratii ale algoritmului steepest-descent.

Asa cum s-a vazut mai sus, dacd Vf(x,)=#0, utilizdnd acest algoritm, din x; se
determina noul punct x;,; care satisface conditia de descrestere f(x;,;) < f(x;).

Daca se ajunge la un punct x; pentru care Vf(x;)=0, atunci x;, ; =x;. Cum
punctul x; satisface conditia necesard de minim, nu mai are sens sd aplicam, algoritmul in
continuare. In practicd, in locul conditiei Vf (x;) =0, pentru oprirea algoritmului iterativ, se
utilizeaza criterii de stop de forma (A.1.25)—(A.1.29).

Algoritmului steepest-descent de minimizare a unei functii obiectiv f:R" - R, de

clasa C]%{n este urmatoarea:

Algoritmul SD (metoda steepest descent).
Pas 0. (Initializare) Pentru k =0 se precizeazd punctul inifial x, € R", valoarea de

prag & >0 si numarul maxim de iteratii N € N.
Pas 1. (Testare criterii de stop) Fie g, =Vf(x;).

1.1 Daca ||g;| < &, treci la Pasul 5.
1.2. Daca k = N, treci la Pasul 5.
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Pas 2. (Determinarea lungimii pasului) Se determina factorul n, astfel incat
S (X —m81) = I);ng(xk ~178k)-
Pas 3. (Actualizare) Se calculeaza urmatorul punct
Xl = X — i 8k -
Pas 4. (Ciclare) Se seteaza k =k +1 si se trece la Pasul 1.
Pas 5. (Finalizare) Se returneaza punctul final x ; = xj.

Exemplul A.2.1. Pentru a ilustra aplicarea metodei steepest-descent consideram forma

patratica

[R" SR, f(x)=1x"Ax+b"x+c, (A.2.3)
pentru care matricea A € R™" este simetricd si pozitiv definitd (47 = A4>0), beR”
si ce R. Asa cum a fost prezentat in exemplul A.1.3, functia f admite unic punct de
minim, x* =—A"'b, care reprezinta solutia ecuatiei Vf(x)=0.
Aplicand algoritmul steepest-descent, la iteratia k in punctul curent x; , se calculeaza
gradientul g, =Vf(x;)=A4x; +b si presupunem cd satisface conditia g, #0 (adica
X, nu este punct de minim pentru f).

Factorul 77, >0 la iteratia curentd se determina astfel incat 7, = argmin ¢, (77), unde
n=>0

o =f (%, —118i) =
= %g,{Agknz - [g,{Axk + g,{b} n+ [% xZAxk + bTxk + c] =
=Lei Agin’ - gi g+ f (%),
Functia ¢, (7) are gradul 2 in 7 si coeficientul termenului dominant pozitiv
(% g,{A g > 0 deoarece matricea A4 este pozitiv definita), astfel cd admite minim in
_8i8

= :
8r A8k
Astfel, la iteratia k& a algoritmului steepest descent, dacd g, #0, se calculeazd

N =

urmatorul punct utilizand
T
Xy =% 8k g (A2.4)

Daca pentru minimizarea functiei patratice (A.2.3) se utilizeazd un factor 7 >0
constant, convergenta algoritmului este garantatd numai daca

O<np< (A.2.5)

2
max (4)
unde A, (A) noteazd valoarea proprie maxima a matricei 4 (care este strict pozitiva

datoritd faptului cd A4 este pozitiv definita). |
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A.2.2. Metoda lui Newton

Metoda lui Newton de minimizarea a unei functii obiectiv f* se bazeazd pe aproximarea lui f

printr-o formd patraticd si minimizarea acestei forme. Astfel, la fiecare iteratie directia de
cautare este determinata utilizand a doua derivata a functiei obiectiv f.

Presupunem cé functia f:R” — R al carei punct de minim dorim si-1 determinim

printr-o procedura iterativa este de clasa Cﬂzv . La iteratia k, punctul curent x; este astfel Incat
matricea Hessian in x; , notatd H, = vif (x ), este pozitiv definitd. Daca punctul curent x;,

este suficient de apropiat de punctul minim local x*, functia f poate fi aproximati in
vecindtatea lui x;, prin

1
f(xk +8)~q,(s)= f(xk)+ggs+§sTHks
unde g, =Vf(x;) s1 s=x—Xx;. Aceastd expresie reprezintd dezvoltarea functiei f in serie

Taylor din care termenii de ordin mai mare ca 2 au fost neglijati.
Punctul de minim al acestei forme patratice se determina egaland cu 0 gradientul sau
(vezi exemplul A.1.3). Astfel se obtine H; (x—x;)+g; =0, care, in ipoteza ca matricea H,

este nesingulara, admite solutia
-1
X =X~ H g (A.2.6)

Pasul acestei metode, avand forma d;, =—-H ! gy » este denumit pas Newton.

Metoda Newton de minimizare a unei functii obiectiv f :R" — R, de clasd Cﬂén , este
urmatoarea:
Algoritmul Nw (metoda lui Newton).
Pas 0. (Inifializare) Pentru k =0 se precizeaza punctul initial x, € R", valoarea de
prag ¢ >0 si numarul maxim de iteratii N € N.
Pas 1. (Testare criterii de stop) Fie g, =Vf(x;).
1.1 Daca ||g;| < €. treci la Pasul 5.
1.2. Daca k =N, treci la Pasul 5.
Pas 2. (Determinarea pasului) Se calculeaza H,; = v? f(x;) sise determina vectorul
S solutie a ecuatiei
H,s=-g,.. (A.2.7)

Pas 3. (Actualizare) Se calculeaza urmatorul punct

Xpq =X + 5.
Pas 4. (Ciclare) Se seteaza k =k +1 si se trece la Pasul 1.
Pas 5. (Finalizare) Se returneaza punctul final x p = x;.
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Daca functia obiectiv f este patraticd si H = v? f(xp) este pozitiv definitd, metoda
lui Newton conduce la punctul de minim intr-un singur pas. Dacd functia f nu este patratica,

atunci ar putea fi necesara efectuarea unui numar mai mare de iteratii. Criteriul de stop poate
fi oricare dintre cele prezentate anterior.

Dezavantajul major al metodei Newton il reprezintd necesitatea calculdrii inversei
matricei Hessian operatie care, pe langa faptul cd presupune un numar mare de operatii, poate
introduce probleme numerice datoritd erorilor de rotunjire.

Exemplul A.2.2. Pentru a ilustra aplicarea metodei lui Newton considerdm forma pétratica
datd prin ecuatia (A.2.3)

[R" SR, f(x)=1x"Ax+b x+c,
pentru care matricea A € R™" este simetricd si pozitiv definitd (47 = A4>0), beR”
si ce R, utilizatd si In exemplul A.2.1. Asa cum a fost prezentat in exemplul A.1.3,
functia / admite unic punct de minim, x* =—-4"'b.
Aplicand metoda lui Newton, la iteratia k =0 se porneste din punctul initial x; si se

calculeazd gradientul g, =Vf(x))=Ax,+b. Presupunem cid x,#x", astfel cd

8o #0. Matricea Hessian H,, —V2f (x9)=A este pozitiv definitd. La pasul 2 al
algoritmului se rezolva ecuatia (A.2.7), care devine
Asy =—(Axy +b),
astfel cd se obtine sy =-x, —A'p. Utilizand aceasta expresie la pasul 3 pentru
actualizare rezulta
X, =Xy +8g ——A'p=x".

Aceasta aratd cd, aplicand metoda lui Newton pentru minimizarea unei functii
patratice se ajunge in punctul de minim intr-o singura iteratie. ]

A.2.3. Metoda Gauss-Netwton

In numeroase aplicatii se ajunge la rezolvarea problemei celor mai mici patrate in forma
neliniard, si anume minimizarea unei functii de forma

f:R" >R, f(x)= %rT(x)-r(x) = %Z:[rk(x)]2 , (A.2.8)
k=1

unde r:R" 5> R", r(x)=[R(x) n(x)..r, (x)]T, este o functie neliniard. Daca functia r(x)
este liniard, r(x)= Ax—b, se ajunge la estimatorul celor mai mici patrate prezentat in
sectiunea A.1.3. La o asemenea problemd se poate ajunge, de exemplu, dacd dorim sa
rezolvam un sistem de m ecuatii neliniare
r(x)=0, i=L2,..,m.
Pentru a aplica metoda Iui Newton de minimizare a functiei (A.2.8) este nevoie sa
calculdm mai intai gradientul functiei f intr-un punct oarecare. Pentru aceasta calculam
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T
f T (x)= Zrk<x) ar"( )= [%(x)} ()

i

unde

T
or On or, or, .
—(x)=|— —= . ,i=Ln.
Pl { ) SE . (x)} i=Ln

Se introduce matricea

2’1 (x) - ﬁ(x)_
X1 n
J(x)z[g—’(x) ...ﬁ(x)}: L |erm, (A.2.9)
x| ox,, o
axl I (x) E(x)

care este numitd matricea Jacobian a functiei vectoriale r. Cu aceasta notatie, gradientul
functiei f(A.2.8) devine:

VI(x)=J(x) -r(x). (A.2.10)
Pentru calcularea matricei Hessian a functiei f este nevoie de derivatele partiale de
ordinul 2 ale lui f

2
aia’; 5] L; () —<x>} kz%( -2k (x)+zrk(x) = .
ceea ce conduce la
H(x)=J(x) - J(x)+S(x). (A.2.11)
unde matricea S(x)= [si-(x)] e R™" are elementele
5 (%) = Zrk(x) ~ lgk, (x), i, j=Ln. (A2.12)

Cu relatiile (A.2.10) si (A.2.11), formula de actualizate (A.2.6) care intervine in
aplicarea metodei lui Newton devine:

T -1 T
X = X ~[ T ) + S | T o) r(x), (A2.13)

In multe aplicatii matricea S(x) poate fi neglijati in formula (A.2.13) deoarece

elementele sale au valori foarte mici. Se obtine astfel metoda Gauss-Newton de rezolvare a
problemei celor mai mici patrate in forma neliniara care utilizeaza formula de actualizare:

-1
T T
Xpi1 = X —[J ()" J (xk)] J(x) r(x). (A.2.14)
Facem precizarea ca pentru a putea aplica aceastd relatie este necesar ca matricea Jacobian

J(x;) sa fie de rang complet pe coloane, adicd rang JJ(x; ) =n (avand implicit n<m ).

In concluzie, putem formula in continuare algoritmul Gauss-Newton de minimizare a
functiei (A.2.8).
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Algoritmul GN (algoritmul Gauss-Newton).

Pas 0. (Initializare) Pentru k =0 se precizeazd punctul inifial x, € R", valoarea de
prag & >0 si numarul maxim de iteratii N € N.

Pas 1. (Testare criterii de stop) Se calculeaza v, =r(x;), J, =J(x;) si g, = JkTrk.
1.1 Daca ||gk|| < ¢, treci la Pasul 5.
1.2. Daca k = N, treci la Pasul 5.

Pas 2. (Determinarea pasului) Se determina vectorul s, solufie a ecuatiei
J kT Jis=-g.

Pas 3. (Actualizare) Se calculeaza urmatorul punct
Xjq =X + 5.

Pas 4. (Ciclare) Se seteaza k =k +1 si se trece la Pasul 1.

Pas 5. (Finalizare) Se returneaza punctul final x p = x;.

A.2.4. Metode de tip Newton modificate

Metoda clasica a lui Newton, definita prin ecuatia (A.2.6), este o metoda locald. Daca punctul
curent este departe de punctul de minim nu este garantat faptul cad matricea Hessian este
pozitiv definitd, astfel cd ecuatia (A.2.7) poate sa nu furnizeze directia de descrestere a

.....

Taylor a functiei obiectiv.

Metoda lui Newton cu pas adaptiv

O modificare simpla a metodei Newton constd in adaptarea pasului de cautare la fiecare
iteratie, modificand ecuatia (A.2.6) In

-1
Xpo1 = X — 1 H gy (A.2.15)
unde factorul 77, >0 este selectat in asa fel incat sa fie minimizata functia f.

Concret, metoda Newton cu pas adaptiv pentru minimizarea unei functii obiectiv

f:R" >R, declasa C2

R este urmatoarea:

Algoritmul NwLS (metoda lui Newton & Line Search).
Pas 0. (Initializare) Pentru k =0 se precizeaza punctul initial x, € R", valoarea de

prag ¢ >0 si numarul maxim de iteratii N € N.
Pas 1. (Testare criterii de stop) Fie g, =Vf(x;).

1.1 Daca ||gk|| < ¢, treci la Pasul 6.
1.2. Daca k = N, treci la Pasul 6.

Pas 2. (Determinarea directiei de cautare) Se calculeaza H, = v? f(x;) sise
determina vectorul s;, solufie a ecuatiei

HkS:_gk'
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Pas 3. (Determinarea lungimii pasului) Se determina factorul n, astfel incat
f(xk+77ksk)=I;1>ilO1f(xk+77sk). (A216)
Pas 4. (Actualizare) Se calculeaza urmatorul punct
Xjeyl = X 17 Sy
Pas 5. (Ciclare) Se seteaza k =k +1 si se trece la Pasul 1.
Pas 6. (Finalizare) Se returneaza punctul final x p = x;.

Pentru rezolvarea problemei (A.2.16) se poate utiliza o metoda de cdutare liniara, de
exemplu metoda sectiunii de aur.

In practica, si metoda Gauss-Newton este frecvent combinati cu o metoda de cautare
liniard, utilizand in locul relatiei de actualizare (A.2.14) o formula de tipul (A.2.15), si anume

X4l = X — Tk [J(xk )" J(xk):|_1 J(x) r(x),

unde factorul 77, >0 este selectat in aga fel incat sa fie minimizata functia f'(A.2.8).

O alta posibilitate de adaptare a pasului la fiecare iteratie este aceea de a injumatati
valoarea factorului 7 la fiecare iteratie,

1
77k+1 :Enk, k:O,l,Z,...,

cu 77, ales 1 sau putin mai mic. Este demonstrat faptul cd metoda de injumatdtire a pasului

converge catre punctul de minim local.

Metoda Levenberg-Marquardt

Daca matricea Hessian nu este pozitiv definita directia Newton poate s indice catre un punct
de maxim sau cétre un punct in sa. Pentru a evita asemenea situatii, se aduna la matricea
Hessian H o matrice pozitiv definitd P pentru a obtine o matrice pozitiv definitd. Aceasta
metoda a fost introdusa pentru prima datd de Levenberg si Marquardt in problema celor mai
mici patrate. Daca se alege P = A1, cu I matricea unitate, pentru valori suficient de mari ale
factorului A >0 matricea H + Al este pozitiv definita.

Astfel, ecuatia utilizatd la pasul de actualizare este

-1
xk+1=xk—(Hk +/1k1) 8- (A217)
In practici, la fiecare iteratie se initializeazd 4, cu o valoare mica ce este apoi crescuti pani
cand este satisfacutd conditia de descrestere f(x;,;) < f(x;).

Pentru 4 — 0 se obtine metoda clasica a lui Newton in timp ce pentru 4 — o rezulta
metoda steepest-descent.
Cele doua metode pot fi combinate, considerand relatia de actualizare de forma

X=X~ (H + A1) ' g, (A.2.18)
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A.2.5. Metode quasi-Newton

In cadrul metodelor de tip quasi-Newton se construieste iterativ o aproximare M a matricei

Hessian H sau a inversei sale H ' pe masurd ce algoritmul progreseazi. In continuare
ilustram pe scurt cel de-al doilea tip de metode.
Cu notatiile uzuale, in vecinatatea punctului de minim se considera aproximarea

81— &k ~ Hiyy (X = x).
Pornind de la relatia
Ax, =M, . Agy, (A.2.19)
unde Ax; = x;,; — X, Ag; = 841 — 8k, S construieste aproximarea M, a matrice1 H ,;il.
Initial se considera M = I . Metodele bazate pe acest principiu difera intre ele prin relatiile
de recurentd utilizate pentru actualizarea matricei M) la fiecare iteratie. Doud dintre

metodele frecvent utilizate sunt Davidson-Fletcher-Powell (DFP) si Broyden-Fletcher-
Golfarb-Shanno (BFGS) care utilizeaza relatiile:

Ax; - Ax] _Mk'Agk'AgI{'Mk

Axp -Agp Mg -M-Agy
T T T
(BFGS) M, = [I —WJ M, (1 - Ag’; Ax j+ Ax’; Axe (A2.21)
Axy - Agy Axy -Agy ) Axy - Agy
Structura generald a unui algoritm de tip quasi-Newton este urmatoarea:
Algoritmul gNw (algoritm general quasi-Newton).
Pas 0. (Inifializare) Pentru k =0 se precizeaza punctul initial x, € R", aproximarea

initiala M, e R, valoarea de prag & >0 si numarul maxim de iteraii

N eN.
Pas 1. (Testare criterii de stop) Fie g, =Vf(x;).

1.1 Daca ||g;| < &, treci la Pasul 7.
1.2. Daca k = N, treci la Pasul 7.

Pas 2. (Determinarea directiei de cautare) Se calculeaza vectorul s,
S =—M; g .
Pas 3. (Determinarea lungimii pasului) Se determina factorul n, astfel incat

S (%, +77ksk)=r7171>i(1)1f(xk+77sk)'

Pas 4. (Actualizare x;.,,) Se calculeaza urmatorul punct
Xhe+l = X T Sge -
Pas 5. (Actualizare M) Se calculeaza matricea M, astfel incdt sa fie satisfacuta

ecuatia quasi-Newton (A.2.19).
Pas 6. (Ciclare) Se seteaza k =k +1 si se trece la Pasul 1.
Pas 7. (Finalizare) Se returneaza punctul final x p = x;.
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A.3. Metode bazate pe directii conjugate

A.3.1. Metoda directiilor conjugate

Metodele de gradient conjugat reprezintd un compromis intre metodele de tip Newton si
metoda de descrestere maximad. Metodele de gradient conjugat necesitd numai derivatele de
ordinul 1 nefiind necesara calcularea derivatelor de ordinul 2, asa cum se intampla in cazul
metodelor de tip Newton. Metodele bazate pe directii conjugate sunt mai raspandite decat
metoda steepest descent, dar mai lente decat metodele de tip Newton. Factorul decisiv asupra
eficientei unei metode iterative de cautare este directia de cautare actualizatd la fiecare
iteratie.
Introducem 1n continuare cateva notiuni necesare in dezvoltarea teoretica.

Fie @ € R™" o matrice simetrica si pozitiv definitd. Se spune ca directiile d,, d,, ...,
d,, m<n-1, sunt Q-conjugate daca dl-T Qd; =0, pentru orice i# j. In particular, pentru
0 =1, se obtine definitia unei multimi de vectori ortogonali.

Se poate demonstra cd daca directiile d,, d,, ..., d, eR"\{0}, m<n-1, sunt
Q-conjugate, atunci sunt liniar independente.

Algoritmul general de minimizare a unei functii f:R"” — R prin metoda directiilor

conjugate este prezentat in continuare.

Algoritmul GCDM (metoda generala a directiilor conjugate).
Pas 0. (Initializare) Pentru k =0 se precizeazda punctul inifial x, € R", matricea

pozitiv definita Q >0 si valoarea de prag & > 0.
Se calculeazi gy =Vf(x,) si se alege d, astfel incdt d} g, <0

Pas 1. (Testare criteriu de stop) Fie g, =Vf(x;). Daca ||gk|| <&, treci la Pasul 6.

Pas 2. (Determinarea lungimii pasului) Se determina factorul n, astfel incat
f(xk +77kdk) = mﬂinf(xk +77dk) . (A31)

Pas 3. (Actualizare) Se calculeaza urmatorul punct

X1 = X +77kdk. (A32)
Pas 4. (Determinarea urmatorului pas) Se calculeaza directia d .| care este
O-conjugata directiilor dy, dy, ..., d;, adica:
di,,0d; =0, j=01,..k. (A33)

Pas 5. (Ciclare) Se seteaza k =k +1 si se trece la Pasul 1.
Pas 6. (Finalizare) Se returneaza punctul final x p = x;.
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Exemplul A.3.1. Pentru a ilustra aplicarea metodei bazate pe directii conjugate consideram
forma patratica precizatd prin relatia

[R" SR, f(x)=1x"Ax+b"x+c, (A.3.4)

in care matricea A4 e R™" este simetrica si pozitiv definita (47 = A4>0), beR" si
c € R, utilizata si in exemplele A.2.1 si A.2.2. Aceasta functie admite un punctul de

minim unic, x*=-A"'h. Pentru minimizarea functiei f vom utiliza directii A4-
conjugate.

Pentru k=0 se alege Xx,, se calculeazd g, =Vf(x,)=A4x,+b. Presupunand cd
8o # 0 se alege directia d|, astfel incét dOT g, <0, ceea ce arata ca d, este o directie
de descrestere pentru functia ' pornind din x;.

La iteratia £k >0 se calculeaza

n, =argmin f(x;, +nd;).
n

Pentru aceasta proceddm in acelasi mod ca in exemplul A.2.1 si considera functia
2
o (m) = f (x; +ndy) Z%dI{Adkn +gidin+ f(x;),
unde g; =Vf(x;,)=A4x,+b. Functia ¢, (17) are gradul 2 In 7 si coeficientul
termenului dominant pozitiv (%d kT Ad; >0 datorita faptului ca matricea A4 este

pozitiv definitd), astfel ca admite minim in

T
d
my =Kk (A3.5)
d, Ad,
Astfel, la iteratia £ a algoritmului directiilor conjugate se calculeaza punctul
T
84
X =X ————d, . (A.3.6)
k+1 k dlz“ 4 dk k

Se calculeaza apoi urmatoarea directie de cautare d,,; care se alege astfel incat sa fie
A-conjugata directiilor d,, d,, ..., d), adica:
T .
diAd; =0, j=0,1,...k.
Aratam in continuare cd pornind dintr-un punct oarecare X, se ajunge in punctul de
minim in cel mult 7 iteratii, adicd x, = x".

Deoarece directiile A-conjugate d,.d,,...,d sunt liniar independente, formeaza o

n—1»
bazi in R”, in care vectorul x — X, admite descompunerea
Deoarece d ,Z Ad; =0 pentru j+#k, inmultind la dreapta relatia (A.3.3) cu d ,{ A

rezulta
d{ A(x"—x) )= ey d{ Ad. (A3.8)
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Pe de altd parte, din relatia de recurenta (A.3.2) scrisd in forma x;, = x;_; +77,_,d;_;,
se obtine
X =Xy +770d0 +"'+77k—1dk—1 , k= 1,2,...,

relatie ce arata ca vectorul x; —x, este continut in subspatiul liniar generat de vectorii
dy,d,,....d,_,, astfel ca dkTA (x; —x¢)=0. Scriind x’ —Xx, sub forma x’ - Xy =
(x* —X; ) +(x;, —Xx), se obtine

dIA(x, —xy)=dl A(x" —x,)=—d] (Ax, +b)=—d] g, (A.3.9)
deoarece Ax" =-b si g, = Ax; +b . Din relatiile (A.3.8) si (A.3.9) rezultd

dkT Sk

df 4d,
care, prin comparatie cu (A.3.5) revine la o, =7, . Inlocuind in (A.3.7) se obtine

OtkdkTAdk :_d]?gk = ak =—

X = xO +770d0 +771d1 +...+77n_1dn_1 N

.o *
adica x =x,. [

Algoritmul general de minimizare a unei functii f:R"” — R prin metoda directiilor

conjugate este prezentat in continuare.

Pe baza rezultatelor prezentate in exemplul A.3.1, algoritmul de minimizare a functiei

patratice (A.3.4)

fR" SR, f(x)=1x"Ax+b"x+c,

cu AeR™" matrice simetricd si pozitiv definiti (47 = A4>0), beR" si ceR, poate fi
formulat Tn modul urmator:

Algoritmul QCDM (metoda directiilor conjugate pentru forme patratice).

Pas 0.

Pas 1.
Pas 2.

Pas 3.

Pas 4.
Pas 5.

(Inifializare) Pentru k =0 se precizeazd punctul initial x, € R" si directiile
A-conjugate d,d,,....d,_;.
(Testare criteriu de stop). Daca k =n, treci la Pasul 5.

(Determinarea lungimii pasului) Se calculeaza g, =Vf(x;)=Ax; +b si

—— gid; .
dl Ad,
(Actualizare) Se calculeaza urmatorul punct
Xpy1 = Xy 17y
(Ciclare) Se seteaza k =k +1 gi se trece la Pasul 1.
(Finalizare) Se returneaza punctul final x ; = x,,.

Aplicand algoritmul directiilor conjugate pentru minimizarea unei functii patratice este

satisfacutd urmatoarea proprietate:
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T
gid; =0, (A.3.10)
pentru orice 0<k<n-1 si 0<i<k. Aceastd relatie aratd cd g;,; este ortogonal pe
subspatiul generat de vectorii d.d,...,d;. In plus, in afara faptului ca

f(xp41)= mﬂin f(x;+nd,) (relatie utilizata pentru determinarea punctului x;,,) se poate

demonstra ca

f(xp4)= min f(xo +ial-dl}.

T i=0

A.3.2. Metoda gradientului conjugat

In algoritmul directiilor conjugate prezentat in sectiunea precedentd nu este precizati nici o
reguld pentru alegerea directiilor conjugate, acestea putand fi specificate din start. Singura
conditie impusa este aceea ca directiile sa fie conjugate n raport cu o matrice data.

Spre deosebire de acesta, in algoritmul gradientului conjugat directiile de cautare sunt
calculate pe masurd ce algoritmul progreseaza. La fiecare pas, directia de cdutare este
consideratd ca o combinatie liniard a directiilor precedente de cautare si a gradientului in
punctul curent astfel incat toate directiile sa fie conjugate. Metoda gradientului conjugat a fost
propusa in anii 1950 de Hestenes si Stiefel pentru rezolvarea sistemelor lineare si extinsa apoi
in anii 1960 de Fletcher si Reeves la cazul minimizirii unei functii generale. In prezent
metodele de gradient conjugat sunt utilizate pentru rezolvarea problemelor de optimizare de
dimensiuni mari.

Exemplul A.3.2. Tlustram in continuare aplicarea algoritmului gradientului conjugat pentru
minimizarea formei patratice

[R"SR, f(x)=1x"ax+b"x+c, (A.3.11)

in care matricea 4 €R™" este simetricd si pozitiv definitd (47 = A4>0), beR" si
c € R, utilizata si in exemplele A.2.1, A.2.2 s1 A.3.1.
Pentru k=0, se considerd punctul initial x, si se alege directia d,, de descrestere

maxima a lui ', adica
dO = _g() 5
unde g, =Vf(xy)=Axy+b.
Tinand cont de cele prezentate in exemplul A.3.1, se calculeaza
T
. god
o = argmin f (xq +7dg) = ————
n dyAd,
si se considera
Xy = Xo +770d -
La pasul urmator alegem o directie d,, combinatie liniara intre d, si g, =V/f(x;), de

forma d; =—g, + Byd,, care sa fie A-conjugata pentru d,,, adica le Ady,=0.
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In general, la iteratia k alegem directia de ciutare d,,,, ca o combinatie liniari intre
d, st g, de forma
diy) ==&k + Pidy, k=0,1,2,... (A.3.12)
Coeficientul B, este calculat astfel incat d,,; sa fie A-conjugata directiei d . Aceasta
conduce la
T T T
dinAdy =—gp.Ad + fid; Ad; =0,
de unde rezulta
T
gr.Ad
B ==k, (A3.13)
d, Ad,
Apoi se calculeaza noul punct utilizand relatia
Xpol = X + 11l

Se poate demonstra ca directiile d,d,,...,d obtinute in modul prezentat mai sus

n—1>
sunt A-conjugate. In primul rand directia d, este selectata astfel incat sa fie A4-
conjugata directiei d, . In continuare, presupunem ca directiile d,d,...,d; , k<n-1,
sunt A-conjugate. Din relatia (A.3.12) rezulta g{,,d; =0, pentru orice 0<i< k. Cum
fiecare d; este ales de forma
d=—g +p_d_, i=12,...k,
rezulta ca
gind; =—8j &+ Br&indi
astfel ca
g8 =0,i=12,. k.
Cum d, =-g,, are loc si g,{ﬂgo =0.
In continuare demonstram ca
dl Ad;=0,i=0,1,. . k1.
Tinand cont de (A.3.12), avem d[,,Ad; = (~g.,, + fid, ) Ad,.
In ipoteza considerata, dkTA d;=0,i=0,1,...k, de unde rezulta dkT+1A d, = —g,{HAdl- ,
i=0,1,...,k-1. Dar g, =A4x,,,+b=A(x;+nd;)+b=g, +mAd;, astfel ca

Adiznli(gm—gi). Cum g/,,g=0, i=12,..k, rezulti in continuare ca

dkTHA d; =0 pentru i =0,1,...,k—1. Pe de alta parte, d;,; a fost calculata astfel Incat
sa fie A-conjugata directiei d; , deci este satisfacuta si relatia d kT 1Ad;, =0.

Prin inductie matematicd am demonstrat ca daca directiile d,,d,,...,d; , k <n—1, sunt
A-conjugate, atunci directia d),, este A-conjugatd acestora. Rezultd in final ca

directiile d,,d,,...,d,_; sunt A-conjugate.
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Pe baza celor prezentate pentru metoda generald a directiilor conjugate, algoritmul
gradientului conjugat pentru minimizarea unei functii patratice se va termina in cel
mult # iteratii. Mai exact, se poate demonstra ca algoritmul gradientului conjugat se va
termina in cel mult m iteratii, unde m reprezintd numarul de valori proprii distincte ale

matricei A.

In continuare poate fi formulat algoritmul de minimizare a unei forme patratice
[R"SR, f(x)=1x"Ax+b"x+c, cu AeR™, A" =4>0, beR" si ceR, prin

metoda gradientului conjugat.

Algoritmul QCGM (metoda gradientului conjugat pentru forme patratice).

Pas 0.
Pas 1.

Pas 2.

Pas 3.

Pas 4.

Pas 5.

Pas 6.

(Initializare) Pentru k =0 se precizeazd punctul inifial x, € R".
(Testare criteriu de stop). Se calculeaza gy =Vf(xg)=Axy+b.
Daca g, =0, atunci se returneazda x ; = x. STOP.
Altfel, se seteaza dy =—g.
(Determinarea lungimii pasului) Se calculeaza
T
M = _ 8kl
T .
d, Ad,
(Actualizare) Se calculeaza urmatorul punct

Xyl = Xp T 15y -
Se calculeaza g, =Vf(x,)=Ax;,+b.
Daca gy, =0, atunci se returneazd x ; = Xy ;. STOP.
(Determinarea urmatoarei directii de cautare) Se calculeaza
B = gl%lA d
d,Ad,
diy1 = =8 + Prdy
(Ciclare) Se seteaza k =k +1 si se trece la Pasul 2.

Pentru minimizarea unei functii care nu este patraticd prin metoda gradientului
conjugat se porneste de la ideea aproximarii functiei de minimizat prin termenii de ordin cel
mult 2 din dezvoltarea acesteia in serie Taylor in jurul punctului curent. Pentru a evita
calcularea matricei Hessian a functiei respective (care, pentru o functie patratica este
constantd) la fiecare iteratie, trebuie modificate formulele care precizeaza valorile lui 7, si

B astfel incat sa nu mai apara matricea hessian.

Pentru calcularea lui 77, se poate utiliza o metodd de cautare liniard care sa permita

evaluarea

n, =argmin f(x; +nd;).
n
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In ceea ce priveste calcularea factorului g, relatia (A.3.13), este modificati astfel

incat s nu mai apard matricea A . Printre formulele cele mai frecvent utilizate sunt:

T
Fletcher-Reeves: B = % (A.3.14)
8k 8k
T
Polak-Ribiere-Polyak: B, =&kt (g’;“ 8i) (A.3.15)
8k 8k
T
Dixon: By = Sh8k (A.3.16)
d; g
T
Dai-Yuan: B = _ Sk 8k (A.3.17)

T T
di (8kv1— &)
Din punct de vedere istoric, prima formuld utilizatd in acest sens este formula
Hestenes-Stiefel:

T —

T
di (8141~ 81)
Toate aceste formule sunt echivalente intre ele in cazul in care functia minimizata este
patratica.

Aplicarea acestor formule prezintd avantajul cd nu necesitd explicitarea matricei
hessian la fiecare iteratie, fiind nevoie numai de valorile gradientului. Pentru probleme
nepatratice insd, algoritmul nu mai converge in n pasi, iar proprietatea de ,,conjugare® a
directiilor de cdutare tinde sa se piardd. De aceea o tehnica uzuala este de a reinitializa directia
de cautare cu directia de descrestere maximd (opusd gradientului) la fiecare n (sau n+1)
iteratii. Algoritmul de va opri atunci cand unul din criteriile de stop este satisfacut.

Pentru simplitate prezentam in continuare algoritmul Fletcher-Reeves cu reinitializare

pentru minimizarea unei functii /:R"” > R.

Algoritmul RFRCGM (Restart Fletcher-Reeves Conjugate Gradient Method).

Pas 0. (Initializare) Pentru k =0 se precizeaza punctul inifial x, € R", valoarea de
prag & >0 si numarul maxim de iteratii N. Se calculeaza g, =Vf(xy)=A si
se seteaza dy =—g.

Pas 1. (Testare criterii de stop)

1.1 Daca ||gk|| <eg, treci la Pasul 8.
1.2. Daca k=N, treci la Pasul 8.
Pas 2. (Determinarea lungimii pasului) Se determina factorul n, astfel incat
S (xp +mdy) :mninf(xk +ndy).

Pas 3. (Actualizare) Se calculeaza urmatorul punct
Xi1 =X + 1y §1 8y =V (X))
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Pas 4. Daca k=0 (modn) atunci S, =0,
altfel B, = %.
8k 8k
Pas 5. (Determinarea urmatoarei directii de cautare) Se calculeaza
diy1 = =81 + Prd;
Pas 6. Daca dkT+1gk+1 >0, atunci di . =—81,1-
Pas 7. (Ciclare) Se seteaza k =k +1 si se trece la Pasul 1.

Pas 8. (Finalizare) Se returneaza punctul final x p = x;.



Anexa B

PROBLEMATICA CLASIFICARII FORMELOR

B.1. Tipuri de clasificatori

Cum neuronul artificial a fost conceput pentru a modela (imita) neuronul biologic, retelelor
neurale artificiale le-au fost atribuite diverse sarcini specifice sistemului nervos.

Dintre acestea, operatia de recunoastere a formelor (eng. pattern recognition) sau clasificare
(eng. classification) este caracteristicd tuturor fiintelor vii. Natura fizicd a obiectelor
clasificate poate fi foarte diversd (imagini, sunete, semnale electrice, etc) astfel incat
recunoasterea formelor a devenit parte integranta a sistemelor de decizie bazate pe inteligenta
artificiala. In prezent, recunoasterea formelor are aplicatii in domenii variate precum: vedere
artificiala, recunoasterea opticd a caracterelor (litere sau cifre) (eng. Optical Character
Recognition — OCR), recunoasterea sunetelor, diagnosticarea pacientilor cu ajutorul
computerului (eng. computer aided diagnosis) pe baza procesarii unor date medicale variate
(imagini obtinute prin expunerea la raze X, tomografii, EKG, EEG), recunoasterea vorbirii
(comanda verbald a sistemelor), procesarea de imagini in astronomie, geologie, aplicatii
militare (recunoasterea automata a tintelor).

Pentru a determina clasa careia ii apartine un anumit obiect sunt evaluate mai intai
anumite trasaturi (eng. feature) caracteristice ale acestuia; decizia privind clasificarea este
luatd apoi in functie de valorile trasaturilor. In general, un obiect poate fi caracterizat prin mai
multe trasituri. In functie de scopul clasificarii, in aceasta operatie sunt utilizate numai unele
dintre aceste trasaturi, efectudndu-se mai intdi operatia de extragere a trasaturilor (eng.
feature extraction) (selectare a masuratorilor relevante, evaluarea unor noi trasaturi care vor fi
utilizate efectiv in clasificare pe baza masuratorilor existente).
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Un concept de bazd in problemele de clasificare a formelor este cel de cluster (eng.
cluster). Un cluster consta dintr-un numar de obiecte (forme) similare care sunt grupate
impreund. Operatia de clasificare inseamna de fapt impartirea formelor in clustere si stabilirea
pentru fiecare cluster in parte a centrului si a frontierei sale.

Cunoasterea numarului de clustere si a localizarii lor (méacar aproximative) in etapa de
proiectare a clasificatorului simplifica operatia de clasificare. In acest caz se poate utiliza o
procedurd de antrenare supervizata a clasificatorului care presupune existenta unui numar de
esantioane (prototipuri — eng. patterns) pentru care sunt cunoscute clasele carora le apartin.
Clasificatorul trebuie, In primul rand, invatat sd clasifice in mod corect aceste esantioane.
Apoi, la prezentarea unei noi forme, clasificatorul o va atribui uneia dintre clasele nvatate, in
functie de trasaturile sale.

Daca asemenea cunostinte nu sunt disponibile, se aplicd un procedeu de antrenare
nesupervizata a clasificatorului, care, in plus fatd de antrenarea supervizatd, permite si
determinarea numarului de clase in care pot fi clasificate esantioanele considerate.

Urmaétoarele metode de clasificare sunt frecvent utilizate in aplicatii practice:
>  Functiile de decizie (eng. decision functions) pot fi utilizate daca numarul de clase este
cunoscut apriori §i exista o separare geometrica intre clase. De exemplu , pentru

separarea a doud clase ¢ si ¢, in R" consideram o functie d : R" — R si clasificim o
forma xeR" dupd semnul functiei d: dacd d(x)>0 atunci xe9 si daca d(x)<0

atunci x € %, . Suprafata din R” a cérei ecuatie este d(x)=0 reprezintd frontiera de

decizie (eng. decision boundary).

»  Clasificarea bazatd pe distanta minima (eng. minimum distance) poate fi aplicata in
cazul in care fiecare clasd poate fi reprezentatd printr-un singur prototip, denumit
centrul clusterului. Clasificatorul bazat pe distanta minima (pe cel mai apropiat vecin —
eng. nearest neighbor) clasificd o noud formd masurand distantele de la aceasta la
centrele clusterelor considerate si atribuind forma respectiva celei mai apropiate clase.
Aceasta metoda a fost extinsa la cazul in care este cunoscut numai numarul de clase, dar
nu se cunoaste modul de clasificare a esantioanelor din setul de antrenare. Centrele
clusterelor pot fi gasite iterativ prin minimizarea unui criteriu de performantd (de
exemplu algoritmii C-Means sau ISODATA).

>  In situatia in care exista posibilitatea de suprapunere a unor clase, problema clasificarii
poate fi abordata statistic. Clasificatorul determind probabilitatea de apartenenta a unei
forme la fiecare din clasele considerate. De asemenea un clasificator statistic trebuie sa
evalueze gradul de risc asociat clasificarii (probabilitatea de clasificare eronatd a unei
forme).

>  Retele neurale reprezintd un instrument frecvent utilizat in proiectarea clasificatorilor.
Exista atat metode de antrenare supervizata, cat si metode de antrenare nesupervizata,
care permit ajustarea valorilor ponderilor si deplasarilor neuronilor pana se obtine o
clasificare corectd (este minimizat un indicator de performanta).

164
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>  Logica fuzzy poate fi utilizata daca existd incertitudinii asupra modului de clasificare a
prototipurilor (formele din setul de antrenare) sau o anumitd forma poate apartine intr-o
masurd oarecare mai multor clase. Clasificatorul fuzzy determind in final gradul de
apartenentd a unei forme la fiecare clasa considerata.

B.2. Clasificarea pe baza functiilor de decizie

B.2.1. Separarea in doud clase

Pentru simplitate, consideram situatia in care se doreste separarea in doua clase , notate 4 si

%, , a unor forme caracterizate prin doua trasaturi. Presupunem ca fiecare esantion poate fi

reprezentat printr-un vector bidimensional x =[x xz]T eR? s reprezentat grafic in planul
x,0x, prin simbolul o (dacd x € G ) sau prin O (dacd x €%, ).

In cazul prezentat in figura B.2.1, cele doua clase pot fi separate printr-o dreapti, a
carei ecuatie este:

d(x)=wx; +wyx, +b=0. (B.2.1)
Semnele coeficientilor wy,w,,b e R pot fi alese astfel incat sd fie satisfacute conditiile:
d(x)>0, Vxe4q,
{d(x) <0, Vxe%.

Pentru a clasifica o noud forma % e R? despre care se stie ca apartine la una si numai
una din clasele 4 si %, se calculeaza valoarea functiei d in X si decizia asupra clasificarii
lui X seia in functie de semnul lui d(x) astfel:

xe%, daca d(x)>0,
xXe 2, daca d((fc)) <O0. (B-22)

Functia d:R* >R, d(x)= wix; +wyx, +b, pe baza cdreia se realizeaza clasificarea
reprezintd o functie de decizie liniara.

Acest concept poate fi extins la cazul general al clasificarii unor forme caracterizate
printr-un numar oarecare de trasaturi. Presupunem ca forme n-dimensionale reprezentate prin
vectori x =[x x, ... x,, ]T eR" pot fi separate in doud clase ¢ si ¢, utilizdnd o functie de
decizie liniara de forma

d:R" >R, d(x)=wx; +wyx, +...4+w,x, +b=Wx+b, (B.2.3)

unde W £[w w, ... Wn]eRlxn si beR, in conformitate cu (B.2.2). Geometric cele doua

clase din R” pot fi separate prin hiperplanul de ecuatie d(x)=Wx+b=0.
Mai mult, functia liniara (B.2.3) poate fi generalizata in cazul in care are forma unei
combinatii liniare de functii
d:]R”—)]R,d(x):wlfl(x)+...+wpfp(x)+b, (B.2.4)
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cu f;:R" >R, i=1,p, in general functii neliniare de n variabile, si wy, wy,...w,,beR. Cu

p
poate fi adusa la forma d(x)=WF(x)+b.

notatiile W =[w ..., w,] ", F:R" >R, F(x)=[fi(x) .. f,(x)] . functia (B.2.4)

X A%
2 r ",“ XzA
: g @ d(x)=0
o | © “pe & Gt
° o o ®
°o|o® o ° e ©
e o
Cilo o . e ©
- o | oag
@) +% - ?1 o O |:| 5 >
. X
d(x)=0 % olo % :
Figura B.2.1. Doua clase liniar Figura B.2.2. Doua clase neliniar
separabile. separabile.

In cazul cel mai general functia de decizie poate si nu fie liniara. Figura B.2.2 prezinti
cazul a doud clase din R? ce pot fi separate utilizand functia de decizie d(x) =—x12 +X5.
Reprezentarea grafica a curbei de decizie d(x)=0 este o parabold. Clasificarea unei noi

forme X e R? se face aplicand (B.2.2).

B.2.2. Separarea in m clase
In cazul cel mai general se doreste separarea unui numir m de clase, notate ¢, G, ..., G,

de forme din R".
Daca fiecdrei clase de forme ¢ 1i poate fi atasatd o functie de decizie d; :R" - R

care realizeaza separarea dintre clasa ¢ si restul claselor iﬁ , J #1i,conform
di(x)>0, Vxe'¥,
d;(x)<0, Vxe€;, j#Ii,

atunci se spune cd 4, %,..., %, sunt clase absolut separabile (eng. absolutely separable).

(B.2.5)

Dacd 4, 6, ..., %,, sunt clase absolut separabile din R" cu ajutorul functiilor de

decizie d;, d,, ..., d,,, multimea
a, :{xeRn d,.(x)>o,dj(x)<o,j¢i}, i=1,2,...m, (B.2.6)

se numeste regiune de decizie corespunzatoare clasei ¢ . Utilizand criteriul (B.2.5), orice

punct din 7, este clasificat ca apartinand clasei ¢; .
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Figura B.2.3 prezintd cazul a trei clase ¢, & si ¢ absolut separabile in R? prin
functii de decizie liniare. Regiunile de decizie corespunzdtoare sunt prezentate in figura B.2.4.

Se observa ca regiunile de decizie ale celor trei clase nu acopera intreg spatiul R?. O formd

x eR? \(@1 VY, U @3) nu poate fi clasificatd in nici una dintre clasele ¢, ¢,, ¢;
utilizand functiile de decizie considerate.

20
%2 gﬂn o -»-_“ “’. *
n® ¥ et )G
,. ...... ; :'._: ..................................... d(x)=0
40N )

s
s
s
"
s
s
s
"
—_
.

d, (x;: 0 dy(x)=0

Figura B.2.3. Trei clase absolut separabile in R? prin functii de decizie liniare

T2
Z2 8% |4
N ‘
................... AL L + dl(x) =0
= L= . x?
—: .+
dy(x)=0 d3(x)=0

Figura B.2.4. Regiunile de decizie corespunzdtoare claselor din figura B.2.3.

Fie clasele 4, %, ..., %, de forme din R”, care nu sunt absolut separabile. Daca

fiecarei perechi de clase ¢, ‘6] ,J #1, 1i poate fi asociata o functie dj; :R" > R astfel incat
d;j(x)>0, Vxe¥g,
(B.2.7)
d;j(x)<0, Vxet,
sespune cd G, G, ..., G, sunt clase separabile doud cdte doud (eng. pairwise separable).

Daca clasele ¢, %, ..., ¢, suntseparabile doua cate doua, atunci pentru orice j #i

are loc d;j(x)>0, Vxe % . De asemenea, functiile de decizie pot fi considerate astfel incat
dj;(x)=~d;(x), VxeR".
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Daci ¢, %, ..., ¢,, sunt clase din R" separabile doud cate doud cu ajutorul
m p 1]

functiilor de decizie d;;, multimea

@z{xeRn

d;(x) >0, j:ti}, (B.2.8)
se numeste regiune de decizie corespunzatoare clasei ¢, i =1,2,...m.

Figura B.2.5 prezinta cazul a trei clase ¢, ¢,, %; din R? separabile doud céte dou

prin functii de decizie liniare. Asa cum se observa in figura B.2.6, regiunile de decizie ale
celor trei clase nu acoperd intreg spatiul R?. O formi x e R? \(’QZ1 v, u§73) nu poate fi

clasificata in nici una dintre clasele ¢,, %,, ¢; utilizand functiile de decizie considerate.

Figura B.2.5. Trei clase separabile doua cdte doud prin functii de decizie liniare.

X
@E‘”“E nn
P Eo | pres— ‘ L
===l
d23(x)=0 d31(x)=0

Figura B.2.6. Regiunile de decizie corespunzatoare claselor din fig. B.2.5.

B.3. Clasificarea pe baza distantei

B.3.1. Clase reprezentate printr-un singur prototip

Consideram un numar m de clase, notate ¢, %, ..., ¢,,, de forme din R”. Presupunem mai

intéi ca fiecare clasa ¢; este reprezentatd printr-un unic prototip y; =[v;; ¥in - Vi ]T eR”,

i =1,m . Distanta euclidiana de la o formd x € R" la vectorul prototip y, este
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12

T .

D, =lx=pilly = (x=3)" - (x=p) | L i=Tm. (B3.1)
Un clasificator bazat pe distanta euclidiand atribuie forma xeR" clasei Qﬁj (sau

echivalent prototipul y ;) situata la distanta minima de x, adica

x€%; < D; = min D, = min | x -y,
1<i<m 1<i<m

I, (B.3.2)

Daca valoarea minima este atinsd pentru mai multi indici j simultan, atunci forma x
este fie clasificata in clasa corespunzatoare celui mai mic indice, fie nu este clasificata deloc.

O modalitate de clasificare echivalenta cu (B.3.2) este de a utiliza patratele distantelor

D7 inloc de D;. Astfel o formd x € R” este atribuita clasei C ; in modul urmator :

xXet < D? = min Di2 = min ||x—y,-||§- (B.3.3)

T 1<ism 1<i<m
Datorita faptului ca
2 2 T T T T
D; =|x-yl; :[(x_yi) '(x_yi)J:x X2y Xty Vi,
expresie 1n care xT - x are valoare constanti pentru o formd x data, relatia (B.3.3) devine

. . T T T 1 7
xe%@j:argmln(%yi "X+ -yi):argmax(yi X—=); Vi)
1<i<m 1<i<m 2

Astfel se poate utiliza functia

di:]R”—>R,di(x)=yl-T-x—%yl~T-yi,i=l,m, (B.3.4)
drept functie de decizie, clasificarea facandu-se astfel:
xet od(x)>di(x), j#i. (B.3.5)

Se observa ca functiile de decizie (B.3.4) sunt liniare, putdnd fi puse sub forma

d(x)=Wx+b; cu W, =[wy Wiy ... w, e R™, wy =y, k=Ln,si b, =—%yl-T~yl- pentru

i=lm.

Xy A
AH(y) P /
Xl =
~N
7 An)
—/+ xl
di(x)=0

Figura B.3.1. Frontiera de separare a douda clase din R? pe baza distantei minime.
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In particular, daci se separi doua clase %, % in R”" cirora le corespund
prototipurile y;, y,, utilizand functiile d;(x) si d,(x) definite conform (B.3.4) se observa

ca frontiera de decizie are ecuatia:
T 1
dp(x) =dy(x) = dy(x) = (y— 1) 'x—a(le R4l +.V2T 'yz) =0,
fiind un hiperplan normal pe vectorul y; —y,.

Acest rationament poate fi extins la cazul a m clase 4, G, ..., €,,, din R" ce pot fi

separate doud cate doud cu ajutorul functiilor de decizie d;;,

d,-,-<x)=dl-(x)—d,-(x>=(y,-—y,-)T~x—%(yf-yl-+y,T~yj), i].

Figura B.3.1 prezintd cazul separdrii a doud clase din R? reprezentate prin
prototipurile y,, y,, cdrora le corespund punctele 4, si 4, din plan. Frontiera de decizie,

dreapta de ecuatie d,(x)=0, reprezintd mediatoarea segmentului 4,4, . In figura B.3.2 este

ilustrat cazul separarii a trei clase din R? reprezentate prin prototipurile y;, y,, y;, cdrorale

corespund punctele 4, 4, si A; din plan. Se observd cd regiunile de decizie definite

conform relatiei (B.2.8) pentru cele trei clase considerate acopera intreg spatiul R? (cu
exceptia punctelor situate pe semidreptele de separatie a acestor regiuni).

XA
dy(x)=0
A4y (y7) + A1
~.
/ \'\‘
_ / N
dyu(0)z0 _
; THe 1 m’3)
/"’ ;1
. di5(x)=0

: o . - o . -
Figura B.3.2. Regiunile de decizie corespunzatoare separarii a trei clase din R
pe baza distantei euclidiene minime.

B.3.2. Clase reprezentate prin mai multe prototipuri

Sunt situatii in care o clasd poate fi reprezentatd prin mai multe prototipuri. Presupunem ca un

numdr p; de prototipuri notate yl-(l), yl-(z) yl-(p ) reprezinta clasa ¢;, i=1,m. In acest caz

distanta de la o formda x € R” la clasa ¢, este definita prin
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D; = min Hx— y O, i=Lm. (B.3.6)

' I<g<p,

In mod similar cazului 1n care fiecare clasa este reprezentata printr-un singur prototip,

un clasificator bazat pe distanta (B.3.6) atribuie forma x e R" clasei (fj situata la distanta

minima de x, adica
X€% < D;=min D;. (B.3.7)

J I i<ism
Daca valoarea minima este atinsa pentru mai multi indici j simultan, atunci forma x este fie
clasificatd in clasa corespunzatoare celui mai mic indice, fie nu este clasificata deloc.
O formad echivalentd a acestui mod de clasificare a formelor din R” este de a
determina distantele de la x la toti vectorii prototip yl(l),..., yl(p V) ygl),..., y,(npm), si de a

atribui x clasei careia 1i apartine prototipul situat la distanta minima de x. Acest algoritm
poartd numele de clasificare pe baza celui mai apropiat vecin (eng. nearest-neighbor
classification).

In afard de norma euclidiand (norma 2), in probleme de clasificare mai sunt frecvent
utilizate si normele Holder 1 (denumita si distanta Manhatan) si o (sau distanta Chebychev)

definite pentru doi vectori oarecare x,y € R", x =[x ... xn]T s y=[» - yn]T , prin:

n
dy(x, ) =[xy, =215 -y, (B3.8)
i=1
respectiv,
d,(x,y)=|x-y|, = max,_— (|x,— ;1) (B.3.9)
De asemenea, este frecvent utilizata distanta Mahalanobis, definita prin
1
T 1
dA(x,y)=[(x—y) A(x—y)}z, (B.3.10)

unde matricea 4 € R este simetrica si pozitiv definita.
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